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第 二 版 前 言 


本 书 第 一 版 的 印刷 量 太 小 ， 书 店 很 快 就 脱销 ， 许 多 读者 来 函 索 书 ， 但 我 手头 
存 书 有 限 ， 难 以 一 一 满足 ， 爱 莫 能 助 。 现 在 ,“ 非 线性 ”已 经 成 为 各 门 学 科 及 其 应 
用 领域 共同 面临 的 问题 。 随 者 我 国 改革 开放 的 大 潮 日 趋 测 涌 ， 有 关 的 科技 工作 者 
对 这 门 学 科 的 需求 也 是 今 非 苦 比 ， 希 望 对 这 部 分 知识 作 较 为 深入 的 了 解 ， 从 而 跟 
踪 和 探索 其 新 的 应 用 领域 。 加 之 ， 近 20 年 来 ， 非 线性 声学 也 有 了 进一步 的 发 展 ， 
因此 ， 第 一 版 的 内 容 也 需要 作 相应 的 更 新 。 

本 书 在 其 第 一 版 的 基础 上 ， 作 了 适当 的 修改 和 补充 ， 尽 量 改正 了 第 一 版 中 的 
笔 误 以 及 印刷 错误 。 在 第 2 章 中 补充 了 关于 富 比 尼 解 的 进一步 研究 ， 广 义 黎 曼 - 
厄 恩 肖 解 的 讨论 及 其 应 用 。 第 11 章 增 加 了 欧 拉 体系 中 的 辐射 力 及 其 应 用 。 第 13 
章 中 增加 了 气泡 大 振幅 振动 的 Q-X 方程 及 其 应 用 部 分 。 在 第 14 章 中 增加 了 三 阶 
非 线 性 系数 理论 。 在 第 15 章 中 补充 了 二 维 孤 波 部 分 。 在 第 17 章 中 强调 了 积累 解 
的 重要 性 ， 在 二 阶 势 理论 的 基础 上 提出 定 解 问题 的 方程 组 和 求解 步骤 ， 具 体 讨论 
了 各 种 波 入 射 时 的 解答 ， 并 对 非 线性 表面 波 作 了 较为 深入 的 研究 。 近 年 来 分 形 学 
在 声学 领域 有 了 许多 应 用 ， 故 本 书 的 第 18 章 纳入 了 这 部 分 内 容 。 

本 书 得 到 中 国 科学 院 科学 出 版 基金 的 资助 ， 作 者 表示 深切 的 感谢 。 

限于 知识 和 精力 ， 书 中 不 免 〈 特 别 是 繁杂 的 具体 计算 ) 有 不 妥 之 处 ， 还 望 不 
将 指正 。 


作 者 
2009 年 于 中 国 科学 院 声学 研究 所 


第 一 版 前 言 


在 20 世纪 70 年 代 前 期 ， 国 外 先后 出 版 了 三 部 非 线性 声学 专著 ， 即 3apeM6o 
和 KpacrurpHHKoB 的 《 非 线 性 声学 引 论 》、Pynerko 和 Conysu 的 《 非 线 性 声学 原理 》 
以 及 Beyer 的 《 非 线性 声学 讲义 》， 而 作者 之 所 以 撰写 此 书 是 基于 下 述 4 点 考虑 : 
第 一 , 这 三 本 著作 不 包括 近 20 年 飞速 发 展 的 成 就 ; 第 二 ， 由 于 它们 的 作者 兴趣 不 
同 ， 其 内 容 各 有 侧重 ， 第 三 ， 可 能 由 于 文字 上 或 者 别 的 什么 原因 ， 国 外 的 著作 很 
少 反 映 我 国 的 工作 ， 第 四 ， 这 今 为 止 ， 尚 无 一 本 非 线性 声学 的 中 文书 。 

20 世纪 70 年 代 后 期 ， 作 者 在 中 国 科 学 院 声学 研究 所 为 有 关 同 事 讲 授 了 非 线 
性 声学 课程 ， 当 时 的 讲稿 即 为 本 书 的 雏形 。1980 年 ， 声 学 所 所 长 汪 德 昭 先生 建议 
作者 撰写 这 本 书 ， 并 向 现代 物理 学 丛书 编 委 会 推荐 而 被 列 入 出 版 计划 。 在 写作 过 
程 中 ， 作 者 得 到 了 汪 先 生 和 魏 荣 栈 先 生 的 鼓励 、 关 怀 和 指导 ， 魏 先生 审阅 了 本 书 
的 早期 初稿 ， 提 出 不 少 有 益 意见 。 由 于 “讲课 容易 成 书 难 ”的 弊病 ， 作 者 总 有 点 
“ 足 将 进而 中 中”， 迟 迟 未 能 交 稿 ， 错 过 了 大 好 时 光 。 后 来 ， 出 版 经 费 日 趋 紧张 ， 
这 份 手稿 也 就 被 暂时 束之高阁 了 。1990 年 ， 马 大 献 先 生 再 次 鼓励 作者 出 版 此 书 ， 
并 向 我 院 出 版 基金 委员 会 易 力 推荐 ， 得 到 了 批准 和 资助 ， 此 书 因而 得 以 问世 。 作 
者 在 此 对 我 的 前 非 师长 们 、 和 我 作 过 有 益 讨 论 的 同行 们 以 及 资助 本 书 的 院 出 版 基 
金 委 员 会 表示 由 衷 的 感谢 。 

由 于 作者 才 朴 学 浅 ， 差 错 和 不 妥 在 所 难免 ， 敬 请 批评 指正 。 


作 者 
1991 年 于 中 国 科 学 院 声 学 研究 所 
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近年 来 非 线性 声学 有 了 迅速 发 展 ， 在 学 术 上 和 实际 应 用 中 均 很 受 重 视 。 在 研 
究 声 传播 时 ， 总 离 不 开 运 动 方程 、 连 续 性 方程 和 物 态 方程 。 对 于 理想 介质 来 说 ， 
运动 方程 是 欧 拉 方程 ， 即 中 


Dv 
Pp? (0.1) 
RF, p 为 介质 密度 ，v 为 流 点 的 速度 矢量 ，p 是 声 压 ， 而 
Dv 9v 
Dra" Y (0.2) 


显然 ， 上 式 右 端 第 二 项 是 非 线性 项 ， 在 流体 力学 中 ， 称 其 为 对 流 项 ， 或 者 运动 非 
线性 项 。 

连续 性 方程 可 写 为 

Piv. no (0.3) 
AF, p 为 流体 的 密度 ， 上 式 第 二 项 为 非 线 性 项 。 

物 态 方程 为 p= p(p) ， 服 从 这 种 物 态 方程 的 流体 称 为 正 压 流体 ， 即 压力 仅 是 
密度 的 函数 。 但 在 一 般 情况 下 ， 压 力 不 仅 是 密度 的 函数 ， 而 且 是 烂 S 的 函数 。 如 
果 声 传播 过 程 是 等 炉 的 ， 则 这 种 流体 在 这 些 意义 下 可 以 称 为 正 压 流体 。 将 物 态 方 
程 展 为 泰勒 级 数 ， 于 是 有 

9. a? 2 
Per [2] eoo 25) oo» et (0.4) 
式 中 , po 和 Po 分 别 为 密度 和 压力 的 静态 值 ， 上 式 右 端 第 三 项 开始 即 出 现 介质 的 非 
线性 项 。 

在 线性 声学 中 ， 上 述 几 个 方程 中 的 所 有 非 线性 项 都 被 忽略 。 由 此 可 见 ， 运 动 
非 线性 或 者 介质 非 线性 不 能 都 忽略 的 声学 问题 即 属于 非 线 性 声学 问题 。 

根据 线性 声学 的 概念 可 知 ， 一 列 单 频 声波 在 线性 介质 中 传播 时 ， 除 了 它 的 振 
幅 衰减 和 相位 变化 之 外 ， 其 波形 并 不 发 生变 化 。 另 外 ， 如 果 运 动 非 线性 (如 振幅 足 
够 大 ) 或 者 介质 非 线 性 发 生 作 用 时 ， 一 列 单 频 正弦 波 就 会 产生 它 的 谐 波 、 分 频 波 、 
和 频 波 以 及 差 频 波 ， 由 于 这 些 波 的 出 现 ， 波 的 又 加 原理 不 再 成 立 ， 线 性 声学 规律 


22: 非 线 性 声学 


不 再 遵守 ， 从 而 必须 代 之 以 一 门 新 的 学 科 分 支 一 一 非 线 性 声学 。 

早 在 18 世纪 中 叶 ， 科 学 工作 者 就 已 经 注意 到 许多 非 线性 现象 了 四 。1808 年 ， 
泊 桑 提出 了 后 来 被 称 为 简单 波 〈 或 者 后 来 称 为 黎 曼 BRiemann)- 厄 恩 肖 
(Earnshaw) 8) 的 形式 解 。1860 年 黎 曼 和 厄 恩 肖 各 自 独立 地 发 表 了 非 线性 一 维 
波动 方程 的 严格 解 ， 即 黎 曼 - 厄 恩 肖 的 简单 波 理论 解 (简称 黎 曼 解 )。 众 所 周知 ， 在 
线性 声学 中 ， 声 波 传播 可 以 用 著名 的 达 朗 贝尔 解 来 描述 ， 而 单 频 声波 的 传播 速度 
被 介质 的 特性 唯一 决定 。 而 在 非 线性 声学 中 ， 与 达 朗 贝尔 解 相 对 应 的 为 黎 曼 解 ， 
在 这 种 情况 下 ， 声 传播 速度 不 仅 取决 于 介质 特性 ， 而 且 还 与 质点 振动 幅度 有 关 ， 
质点 振动 速度 的 代数 值 大 的 地 方 波 速 大 ， 代 数值 小 的 地 方 波 速 少 。 对 于 正弦 扰动 
的 传播 而 言 ， 波 峰 传 得 最 快 ， 波 谷 传 得 最 慢 ， 故 传播 一 段 时 间 之 后 ， 波 峰 赶 上 波 
谷 ， 将 有 可 能 形成 锯齿 波 或 者 冲击 波 ， 因 此 ， 黎 最 解 对 于 冲击 波 的 形成 过 程 给 出 
了 一 个 清晰 的 图 像 。 

1870 年 和 1889 年 兰 金 (Rankine) 和 休 戈 尼 奥 特 (Hugoniob 先 后 发 表 了 冲击 波 波 
面 两 侧 力学 量 的 守恒 关系 式 ， 后 来 称 其 为 兰 金 - 休 戈 尼 奥 特 关 系 式 59， 对 冲击 波 
的 传播 特性 有 了 进一步 的 了 解 。 

尽管 如 此 ， 由 于 条 件 所 限 ， 以 前 人 们 只 能 将 非 线 性 现象 当 作 一 类 “有 害 成 分 ” 
来 处 理 ， 除 了 从 学 科 意义 上 对 它 进行 探索 以 外 ， 在 实用 方面 也 仅仅 是 尽量 不 要 产 
EET, 

当 一 列 声波 在 非 线性 介质 中 传播 时 ， 它 激励 了 介质 运动 使 之 成 为 非 线 性 波 
源 一 一 分 布 型 辐射 源 ， 它 分 布 于 传播 路 径 上 ， 从 而 使 得 非 线性 波 存在 “积累 解 % 
它 可 表示 为 kx f n-1 阶 多 项 式 的 形式 , 式 中 和 x 分 别 为 声波 波 数 和 距离 。 通 常 
声波 的 吸收 系数 ac k, MOS ax 接近 于 1 时 ， 在 这 样 的 距离 范围 内 ， 由 于 oce 1， 
积累 解 的 贡献 大 大 超过 声 吸 收 所 引起 的 衰减 ， 因 而 积累 解 是 主要 的 贡献 者 。 

到 了 20 世纪 50 年 代 ， 莱 特 希 尔 中 (Lighthil) 在 空气 动力 声学 方面 取得 了 重要 
成 就 ， 在 他 的 建议 下 ， 韦 斯 特 维尔 特 (Westervelt)9" 提 出 了 一 种 新 型 声 源 一 一 声 参 
量 阵 ， 它 是 一 种 分 布 型 的 源 。 由 于 它 的 指向 性 很 尖锐 ， 频 带 很 宽 ， 林 以 提高 空间 
分 辨 率 ， 抗 混 响 ， 并 可 能 获得 较 高 的 信号 处 理 增益 ， 它 给 非 线性 声学 的 应 用 带 来 
光辉 的 前 景 。 参 量 阵 的 缺点 是 效率 低 ， 但 我 们 不 妨 认 为 ， 它 的 上 述 优点 是 以 低 效 
率 为 代价 的 。 

参量 阵 也 用 于 接收 ， 称 为 参量 接收 器 "qq。 在 讨论 这 种 接收 器 的 指向 性 时 ， 多 
许 两 束 声 ( 泵 波 和 信号 波 ) 传 播 方 向 不 同 。 但 根据 声 散 射 声 的 结论 ， 在 这 种 情况 下 
并 不 存在 参量 声 的 源 函数 ， 故 本 书 在 讨论 这 个 问题 时 ， 只 是 假设 可 以 用 源 函数 概 
念 来 处 理 。 当 然 这 并 不 表示 作者 同意 此 种 观点 "9 。 

在 非 线性 声学 领域 中 还 存在 若干 有 争议 的 问题 ， 如 声 散射 声 A 及 辐射 压 
力 (5 等 问题 , 这 些 问 题 产生 的 原因 看 来 不 仅 有 物理 上 , 也 许 还 有 数学 上 的 原因 。 
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如 果 引 入 间断 性 的 声场 ， 则 会 出 现 虚假 的 声 散射 声 。 在 对 某 些 展开 项 进行 不 同 取 
售 时 ， 会 得 到 不 同 的 瑞 利 辐射 压力 等 。 因 此 ， 某 些 数学 上 的 简化 ， 在 线性 声学 中 
可 能 是 容许 的 ， 而 在 非 线 性 声学 中 则 不 容许 ， 因 为 后 者 处 理 的 属于 次 级 效应 ， 这 
些 不 合理 的 简化 会 带 来 人 为 的 源 函 数 。 

非 线性 声学 主要 采用 逐步 近似 方法 来 处 理 问题 , 大 部 分 内 容 仅 限 于 二 级 近似 。 
这 样 得 到 的 方程 总 是 将 低 阶 波 作 为 高 阶 波 的 源 函数 ， 而 在 线性 声学 中 各 阶 波 之 间 
是 独立 的 。 可 是 在 推导 空 化 气泡 振动 方程 时 ， 除 了 个 别 作者 以 外 ， 大 部 分 工作 都 
不 采用 逐步 近似 方法 ， 而 是 引入 一 些 简化 假设 ， 从 而 将 定 解 问题 适 定 的 偏 微 方程 
组 化 归 非 线性 的 常 微分 方程 。 如 果 这 些 简化 假定 与 原 问题 一 致 ， 则 问题 依然 是 适 
定 的 ， 否 则 将 使 问题 成 为 超 定 的 。 

非 线性 边 值 问题 也 是 一 个 有 待 发 展 的 问题 S 。 在 线性 边 值 问题 中 我 们 
早已 知道 , 各 阶 谐 波 的 定 解 问题 的 陈述 是 相互 不 交叉 的 , 而 在 非 线性 声学 领域 中 ， 
不 仅 在 方程 中 各 阶 谐 波 是 交叉 的 ， 而 且 在 边界 条 件 中 亦 然 ， 这 就 给 数学 处 理 带 来 
很 大 的 不 方便 ， 有 时 甚至 出 现 困难 。 

非 线性 参数 BA 是 描写 介质 非 线性 的 一 个 特征 量 5， 近 年 来 某 些 作者 主张 将 
它 用 来 作为 超声 成 像 的 特征 参数 ， 对 于 超声 诊断 可 能 会 增加 一 定 的 信息 。 

近年 来 ， 高 声 强 聚 焦 超声 (HIFU) 已 经 成 为 医学 超声 的 研究 课题 520， 有 关 的 
医疗 设备 也 已 经 应 用 于 临床 治疗 ， 聚 焦 声 的 功率 和 声场 的 测量 以 及 有 关 的 换 能 器 
校准 问题 J、 空 化 气泡 群体 带 来 的 影响 等 已 成 为 这 方面 的 从 业者 关注 的 焦点 。 可 
是 目前 非 线性 声学 有 效 处 理 具 体 问题 的 “能 力 ” 仅 能 达到 二 级 近似 ， 更 为 迫切 的 
是 人 体 组 织 的 物理 模型 如 何 适 应 非 线性 问题 的 需要 。 

近代 物理 学 中 的 孤子 和 混沌 现象 在 声波 和 振动 领域 也 陆续 观察 到 中 ， 这 不 仅 
会 推动 非 线性 声学 的 发 展 ， 而 且 使 已 和 物理 学 分 道 扬 镀 多 年 的 声学 在 这 个 方面 将 
会 “分 久 必 合 ”。 

限于 篇 幅 ， 本 书 没有 涉及 随机 非 线性 声学 及 非 线性 振动 等 方面 的 问题 。 
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第 1 章 连续 介质 力学 和 热力 学 初步 


经 典 声学 是 连续 介质 力学 的 一 个 分 支 ， 它 是 研究 机 械 扰动 的 产生 、 接 收 及 其 
在 连续 介质 中 传播 的 一 门 学 科 ， 因 此 我 们 首先 介绍 这 方面 的 有 关 基 础 知识 。 连 续 
介质 力学 分 为 弹性 力学 和 流体 力学 , 前 者 研究 的 介质 是 固体 , 后 者 是 液体 和 气体 ， 
这 里 只 介绍 后 者 。 我 们 引入 流 点 (流体 质点 ) 的 概念 , 流 点 是 这 样 的 一 个 流体 团 , 其 
中 必须 包含 大 量 的 流体 分 子 ， 以 使 得 其 大 小 比分 子 之 间 的 平均 距离 大 得 多 ， 从 而 
可 以 将 它 看 成 是 一 个 连续 体 ; 但 流 点 的 尺度 又 要 足够 小 ,以 使 所 有 有 关 物 理 量 在 
整个 流 点 上 看 不 出 变化 ， 从 而 成 为 点 函数 。 历 史上 研究 流体 力学 有 两 种 数学 描述 
BR, 即 欧 拉 体 系 和 拉 格 朗 日 体系 , 在 非 线性 声学 领域 内 ， 两 种 体系 都 使 用 ,下 面 
分 别 介绍 。 


1.1 拉 格 朗 日 体系 吕 


设 连续 的 流体 空间 被 无 限 个 流 点 所 充满 ,我 们 取 流 点 在 某 个 初始 时 刻 ( 如 
+= 加 ) 所 在 空间 位 置 的 笛 卡 儿 坐 标 a, b, c 为 自 变量 ， 随 着 时 间 的 变化 , 流 点 在 空间 
运动 ， 其 瞬时 位 置 为 x y, z。 显 然 , 不 同 的 流 点 (其 起 始 坐标 用 a, b, c 描写 ) 在 空间 
运动 到 不 同 的 位 置 ,其 瞬时 位 置 x,y,z KEF a, b, c RI s, BD 


X=x(a, b, c; t) 
y= y(a; b, c;t) (1.1.1) 
z= y(a,b, ct) 


同样 地 ,流体 力学 中 各 种 物理 量 均 取决 于 流 点 的 位 置 和 时 间 ， 从 而 恒 可 表示 为 a, 
b, c, t 的 函数 。 通 常 将 a, b, c 称 为 拉 格 朗 日 空间 坐标 ， 而 将 a, b, c; t 称 为 拉 格 朗 日 
变量 。 下 面 将 导出 拉 格 朗 日 体系 下 的 连续 性 方程 和 运动 方程 。 


1. 连续 性 方程 


连续 性 方程 实 为 质量 守恒 定律 . 设 空间 任 一 流 点 在 初始 时 刻 := 的 坐标 为 a, b, 
c, 它 所 占据 的 体积 元 为 dVo= dadbdc, 其 质量 为 dm= podadbdc, po 是 它 在 上 = 加 时 
的 密度 。 在 上 时刻, 它 运动 到 x,y,z 位置 ,其 体 元 变 为 dV =dxdydz, 其 密度 为 p, Jf 
SS dm =pdxdydz。 对 于 任 一 流 点 ， 由 于 质量 守恒 ， 故 有 


t6: 非 线性 声学 


Podadbdc = pdxdydz 

从 数学 分 析 可 知 ， 体 元 dadbdc 变 到 dxdydz 有 如 下 关系 : 
dxdydz = |/|dadbdc 

人 | 为 雅 可 比 函 数 行列 式 , BL 

x x x 


x o» X 
zz AE 


PAL 


式 中 ， x =S, 以 此 类 推 。 于 是 拉 格 朗 日 变量 下 的 连续 性 方程 可 表示 为 


PoFP| Ya » X 


CR AE A 


引入 流 点 沿 三 个 直角 坐标 方向 的 位 移 名 ,6 它们 都 是 a, b,c; + 的 函数 , 且 有 


x=a+% 
y=b+7 (1.1.3) 


z=c+Ç 


(1.1.2a) 


代入 (1.1.2a) 式 , 很 容易 得 到 


1+6。 多 2 
Po =P Ma 1*7, Me 
a [^ 1*6. 
退化 到 二 维 情况 下 的 连续 性 方程 为 


(1.1.2b) 


l+ Š 


A. Ma 1+7 


(1.1.4) 


同 理 ， 一 维 情况 下 的 连续 性 方程 是 
Po =PU+ $a) (1.1.5) 
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2. 运动 方程 


首先 我 们 讨论 理想 流体 。 所 谓 理想 流体 是 指 ， 它 在 运动 中 不 出 现 机 械 能 的 损 
H, 在 这 种 流体 中 , 流 点 只 是 在 压力 的 作用 下 运动 , 不 存在 其 他 外 力 。 以 后 将 会 看 
出 ,理想 流体 是 实际 流体 在 雷诺 数 很 大 时 的 近似 。 在 这 种 情况 下 ,与 非 线性 对 流 项 
的 贡献 比较 , 耗 散 对 流动 的 影响 可 以 忽略 不 计 。 非 理想 流体 的 运动 方程 将 留待 1.4 
节 中 讨论 。 

设 有 一 块 流体 , 其 体积 为 +, 包围 这 块 体积 的 表面 积 为 S, 根据 牛顿 第 二 定律 


[oSv -- pnas (1.1.6) 


Xp, R=ix+ jy+kz 为 位 置 向 量 , i,j, 分 别 为 沿 x,y,z 方 向 的 单位 向 量 。 根 据 高 
斯 定理 , 有 


f pnas = [vrac (1.1.7) 


式 中 , n 为 表面 S 的 单位 法 线 向 量 ， 由 表面 向 外 是 正方 向 。 将 上 式 代入 (1.1.6) 式 得 
到 


i» ZE evpJar- 0 


由 于 积分 体积 + 的 任意 性 , 要 使 上 式 始 终 成 立 只 有 被 积 函数 为 零 ,于 是 


oR 

—=-VP 1.1.8 
Py C19 

或 写成 方程 组 的 形式 为 

az-_13P 
or px 
9 1 9P 
==- 1.1.9 
at^. py (1.1.9) 
Sus l3P 
ar pa 


= pae A Q. 
将 上 面 的 三 式 分 别 乘 以 区， 守 ， 哇 ，… 相 加 后 得 到 


18. 非 线性 声学 


LET ， D2y dD, azaz 19P 
à 3a d? da 93a poa 
dx x G'yay | azzaz 1əP 
Ə2 ob d? ob Ən ob pàb 
Drar ayy Ə2z àz 1 9P 
Ə 3c Ən oc ade p dc 


(1.1.10a) 


将 (1.1.3) 式 代入 (1.1.10a) 式 ， Ban E uh [o Xu 总 等 , 则 (1.1.10a) 式 
可 改写 为 


EHE ma G =e, 
GG tT (+n) + Cubo =- (1.1.10b) 
£ +e HE Hn IR 
上 式 即 为 拉 格 朗 日 体系 下 的 运动 方程 组 。 对 于 二 维 情况 , (1.1.10b) 式 退化 为 
& E), = p, 
d (1.1.11) 
[ATL MU E = 
一 维 情况 下 的 运动 方程 为 


总 (+ 名 )=- 工 忆 (1.1.12) 
p 


12 欧 拉 体系 


在 拉 格 朗 日 体系 中 ， 当 : = 如 时 ,各 个 流 点 的 起 始 坐标 为 a, b, co 4 1219, 这些 
流 点 不 断 运动 ,它们 的 空间 坐标 为 x,y 和 z， 相 应 的 位 移 为 沁 w fa C, 显然 , 这 些 量 
都 由 运动 方程 来 决定 。 流 点 的 瞬时 位 置 或 者 位 移 与 时 间 的 关系 描 出 了 它们 的 运动 
轨迹 或 者 流 线 族 ,不同 的 初始 坐标 对 应 于 不 同 的 流 点 ， 因 而 对 应 于 不 同 的 流 线 。 

在 欧 拉 体系 3 中 , 不 是 以 流 点 的 初始 坐标 为 自 变量 ， 而 是 引入 空间 坐标 x, y, 
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z 和 时 间 + 作 为 自 变 量 。 其 中 的 x,y 和 z 与 拉 格 朗 日 体系 中 的 x, y, z 尽管 符号 相同 ， 
但 具有 不 同 的 意义 , 后 者 表示 的 是 某 指 定 流 点 的 瞬时 位 置 坐标 , 而 前 者 表示 流动 
场 空间 的 坐标 变量 。 定 义 流体 空间 的 速度 场 为 


V(x, y, z; t) iu (x, y, z; t) + ju,(x, y, z; f) +ku,(x, y, z; t) (1.2.1) 


CP, d, j 和 为 沿 x,y 和 z 方 向 上 的 单位 向 量 , ui, u 和 中 分 别 为 了 的 三 个 分 量 。 
为 了 推导 运动 方程 ,必须 应 用 牛顿 第 二 定律 来 讨论 流体 质点 的 运动 ， 因 而 要 将 流 
体 空间 速度 场 与 流 点 速度 联系 起 来 , 为 此 , 我 们 将 V(x, y, z; ) 看 成 是 在 t+ 时 刻 处 于 
(ICE 点 的 某 流 点 的 速度 向 量 。 在 t+df 时 刻 ， 该 流 点 运动 到 了 
(x+udt,y+u,dt,z+u,dt) A, FEV (x+ udt, y+ udt, z + udt ;t+dt) 既 表示 在 tdt 
时 刻 空间 (xtuidt, y+uodt, z+usdr) ARRE BO T8] 8 (8, NERE t AREE, y, 
z) 点 的 那个 流 点 运动 到 新 的 位 置 时 的 速度 向 量 值 。 如 dt 一 0 ， 作 展开 
V(x+udt,y+u,dt,z + u,dt;t + dt) 
s a 9VG y zit),  9V(x,y,z;t) 
=V@.,y,z;t) + 3 dr+ EP TRE udt 


T ey zD) d, $ Presa. zt) udt 


由 此 可 以 求 出 流 点 的 加 速度 
dV əv ƏV, 23V, V 


i ee s ays 


dt ðt ar ° dy 9z 


通常 上 式 右 端 用 微分 算 符 表示 ， TERN RTA, 于 是 有 


moa "Y (1.2.2) 


由 (1.2.2) 式 可 见 , 流 点 的 加 速度 由 两 部 分 组 成 , 第 一 部 分 是 空间 固定 点 的 加 速度 ， 
它 表 示 了 空间 速度 场 的 时 间 变 化 率 , 通常 称 为 局 部 加 速度 ; 第 二 部 分 是 流 点 从 它 
在 + 时刻 所 在 的 空间 点 运动 到 t+ dr 时 刻 所 在 的 空间 点 所 获得 的 加 速度 ， 故 称 这 一 
部 分 为 对 流 加 速度 ,注意 它 是 非 线性 项 。 对 于 理想 流体 来 说 , 其 外 力 是 声 压 , 根据 
牛顿 第 二 定律 , 流 点 的 运动 方程 可 写 为 


DY 
-一 =-VP 1.23 
P (1.23) 


110. 3E#EFS2Z 


欧 拉 体系 的 连续 性 方程 也 是 质量 守恒 定律 , 即 已 知 体积 内 流体 质量 的 增加 率 
等 于 单位 时 间 流 入 该 体积 内 的 净 质 量 。 显 然 , 后 者 等 于 


-| ov "dS 
已 知 体积 内 之 质量 增加 率 为 
d _ 【9p 
abe [Xr 
式 中 ,z 为 体积 ，S 为 它 的 表面 积 , S 的 法 线 方向 向 外 为 正 。 由 质量 守恒 定律 可 得 
3p 
[Te = -f v -dS 
由 高 斯 定理 可 得 


Iesv o reo 
对 于 任意 的 + 值 若 要 求 上 式 皆 成 立 , 只 有 要 求 被 积 函数 为 零 , 于 是 得 到 连续 性 方 
程 : 


3p 
L Ly.(py)- 2. 
3 (pV)=0 (1.2.4) 


RH, VF 为 F 的 散 度 。 


1.3 物 态 方程 


从 两 种 体系 的 运动 方程 和 连续 性 方程 可 知 , 每 种 体系 都 有 5 个 未 知 量 , 但 方 
程式 只 有 4 个 , 即 方程 组 不 封闭 ， 所 以 还 要 寻求 另 一 个 关系 。 这 就 是 物 态 方程 
它 描述 了 介质 中 热力 学 量 之 间 的 关系 ,一 个 均匀 的 热力 学 系统 , 至少 必须 用 3 个 
宏观 热力 学 量 来 描述 , 例如 ,压力 P. 密度 p 和 温度 T, 三 者 之 间 存 在 一 个 关系 称 
为 物 态 方程 ， 即 


F(P,p,T)-0 (1.3.1) 


An RI AUPXETE CUAL E TUE sk TEE PI TEE EIE), 则 除了 上 述 3 个 
变量 外 , KEME SEE RECIPI E) XC th V3 E E i Cn E). 
对 于 理想 气体 经 历 的 一 个 绝热 过 程 ， 其 物 态 方程 为 大 家 所 熟知 , 即 
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y 
P= af2] (1.3.2) 
Po 


AF, y 为 气体 的 比 热 比 。 在 通常 的 声学 问题 中 , 即使 是 有 限 振幅 声波 ， 只 要 在 弱 
冲击 波 理论 适用 的 范围 内 , 炳 的 变化 是 三 阶 量 。 所 谓 弱 冲击 波 是 指 , 物理 量 在 冲击 
波 阵 面 上 的 跳跃 量 与 平衡 量 比较 为 一 阶 小 量 ( 见 第 3 章 )。 因 此 在 今后 研究 理想 气体 
介质 中 的 非 线性 声学 问题 只 要 求 精确 到 二 阶 项 时 ， 物 态 方程 就 采用 (1.3.2) 式 。 但 对 
于 液体 来 说 , 物 态 方程 只 能 用 下 式 表示 : 


P= P(p, S) 
式 中 , SAW, n PLE SS, 将 上 式 作 级 数 展开 


P=P,+A8+ LBE +L cs +... (1.3.3) 
2! 3! 
其 中 
ðP 
A= ~ =poc? 
DEN loco 
oP 
s= [32] 
* (1.3.4) 
FP 
ca 加 
PRESA 


Po 和 po DAA PI p 的 平衡 值 。 这些 结 果 表 明 , 气体 和 液体 物 态 方程 的 形式 不 一 
样 。 为 了 使 两 者 得 到 的 结果 在 某 些 情况 下 可 以 互相 转化 ,下 面 我 们 来 找 两 组 常数 
之 间 的 对 应 关系 。 

对 于 气体 , 绝热 方程 为 


> 
r=r(2) = 只 4+5)7 
Pj. 


lo 


-Ahr a P +] 


(1.3.5) 
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将 (1.3.5) 式 与 (1.3.3) 式 对 比 可 知 , 在 二 阶 近似 下 , 如 果 要 将 气体 中 得 到 的 结果 转化 
到 液体 的 情况 , 只 要 将 LP 代替 , 即 


Y -E+ 
所 在 非 线性 声学 中 是 一 个 重要 的 参数 ， 通常 称 为 非 线性 参数 ,定义 
BD aŠ 
PU 03.6 


式 中 , 为 非 线性 系数 与 为 描写 介质 非 线性 特性 的 量 ， 在 第 14 章 中 将 详细 讨论 


p 


已 。 


l4 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 


以 上 讨论 的 是 理想 流体 , 这 种 流体 的 运动 不 发 生 能 量 耗 散 , 但 实际 流体 的 流 
动 往往 伴随 着 机 械 能 转化 为 热能 的 过 程 , 如 存在 符 灌 摩擦 ,与 此 相对 应 的 运动 方 
程 称 为 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 231。 

根据 气体 动力 学 理论 , 气体 的 切 变 符 滞 是 由 分 子 的 动量 输 运 过 程 产生 的 。 切 
变 黏 滞 性 使 得 流体 相 邻 层 之 间 出 现 了 阻力 , 这 种 阻力 与 速度 梯度 成 正比 ， 比 例 系 
数 即 为 切 变 黏 滞 系数 (或 称 第 一 黏 光 系数 )。 考虑 到 这 个 影响 之 后 , 在 欧 拉 运动 方程 
的 右 端 增添 了 黏 清 阻力 项 , 产生 了 新 的 运动 方程 ,历史 上 被 称 为 经 典 的 纳 维 -斯 托 
克 斯 方程 ,实验 表明 , 仅仅 引入 切 变 黏 光 系数 是 不 够 的 ， 因 为 利用 上 述 方程 研究 声 
波 在 流体 中 的 吸收 问题 表明 , 除了 少数 由 单 原子 组 成 的 流体 以 外 ， 大 部 分 流体 声 
吸收 的 理论 值 都 与 实验 值 不 符合 ,例如 ,对 纯 水 来 说 , 按 切 变 恭 沾 理 论 算得 声 吸收 
的 理论 值 仅 是 实验 值 的 1/3 左右 , 这 表明 还 存在 别 的 耗 散 过 程 。 

当 流 体 受 压缩 时 , 往往 出 现 内 部 过 程 , 例如 ， 旧 的 平衡 态 受到 破坏 ， 要 重新 建 
立新 的 平衡 态 ,而 平衡 态 之 间 的 转移 经 历 了 一 个 不 可 逆 过 程 从 而 耗 散 能 量 。 三 种 典 
型 的 耗 散 机 理 是 大 家 所 熟知 的 : 第 一 , 化 学 反应 平衡 受 扰动 ， 第 二 , 物质 结构 排列 状 
态 平衡 受 扰动 ， 第 三 , 分子 自由 度 能 量 分 配 平衡 态 受 扰动 。 人 们 引入 流体 的 第 二 
黏 滞 系 数 或 者 体积 黏 洁 系数 来 描写 流体 中 的 这 类 耗 散 过 程 ， 并 将 包含 两 个 黏 滞 系 
数 的 流体 运动 方程 称 为 广义 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 。 


(D 四 为 在 近年 来 人 们 将 人 称 为 非 线性 参数 , HORHE A =-= 称 为 非 线性 系数 。 
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在 流体 中 取 一 个 立体 元 , 它 除了 受 体积 力 F 作用 之 外 , 它 的 每 个 界面 还 受到 
面 力 妨 的 作用 (图 1.1)。 由 牛顿 第 二 定律 , 流 点 的 运动 方程 为 


4z 
1 


图 1.1 流体 元 上 的 面 力 


Du, 3t, 90， Ot, 
LL ar j Ë CL Pa 18. 
Pp Pita ta ` 
Du, 9t, | Ot, | Ot. 
— = ph + —2 +L A43 
Pp Pta tay a 
Du; Ot, ðt | Ot. 
Du, OF. 1 4 tx , 9t 
Pp Pta 3» x 
或 用 张 量 形式 表示 成 
Du, 9t, 
Du pF 14.1 
P Dr P ar" ( ) 


式 中 , FiA SLE EJ 085 7338 x 27 AEDE, r; AEAF x ARE 
面 力 沿 方向 上 的 分 量 , 而 三 为 二 阶 对称 张 量 , 将 法 线 为 x; 的 平面 称 为 x 面 。 对 
于 理想 流体 来 说 ,有 

tj 7 -Pój 


RH, P 为 压力 ,而 


对 于 实际 流体 , 一般 有 
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tj 2-PÓ; *T; (1.4.2) 


Ty BOR SIUS JJ 5k. FANERA 


_l[Əu ðu, 
d, AR) (14.3) 
以 及 
@=d,+d, *dy-V-V (144) 
V 为 流体 空间 的 速度 向 量 式 (1.2.0), 对 于 各 向 同性 的 流体 ， 有 
T, = u08; «2ud, (1.4.5) 


式 中 , u 称 为 第 一 (或 切 变 ) 黏 滞 系 数 ，A 称 为 第 二 (或 膨胀 ) 黏 滞 系 数 ， 并 将 p+ 
称 为 体积 黏 滞 系 数 。 将 (1.4.2) 式 ~(1.4.5) 式 代入 (1.4.1) 式 容易 得 到 


" 
P EE du, J 


E "M" 
Pp ! dx Ë Ox, Ox;  Oxóx, 


或 写成 向 量 形式 

DV 
D: 
(1.4.6) 式 即 为 广义 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 。 对 于 某 些 流体 , 如 单 原子 气体 ， 
H+3p=0, 即 上 式 退 化 为 经 典 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ， 即 


p =pF -NP * (u/ - NV -V + uV?V (1.4.6) 


pO = pF - AP NV V NV (1.4.7) 
i 


15 能 量 X xU 


众所周知 ,连续 性 方程 是 质量 守恒 定律 的 数学 描述 , 运动 方程 是 动量 守恒 定 
律 的 描述 , 现在 我 们 来 导出 能 量 守 恒 方 程 。 

在 任意 体积 c 内 , 单位 时 间 内 增加 的 能 量 有 三 部 分 来 源 : 第 一 部 分 是 通过 表 
TIRA c 内 的 流体 所 带 来 的 能 量 ; 第 二 部 分 是 进入 r 内 的 热量 ; 第 三 部 分 是 应 力 
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stas 


对 体内 流体 做 功 , 用 等 式 表 示 如 下 : 
2 [Bars [ pEudA =- | 2d4 + [ua A 


式 中 , Q; 为 单位 时 间 流 入 单位 面积 GERE x, 77 09383, 4 为 体积 + 的 外 表面 ， 


4 ;为 面积 4 YE xi MERR, ij 是 要 从 1 到 3 求 和 。 利 用 高 斯 定理 可 得 


dQ; 
dy Ox 


E x, (Bu) o 2 qut) 


(1.5.1) 


式 中 ,天 为 单位 质量 介质 中 的 总 能 量 ， 它 包括 动能 Eo HAE Em 和 内 能 Eo, B 


E=E +E, +E 


因为 Ew 是 重力 场 的 势能 , 它 是 守恒 的 , 故 有 


以 及 


H 
Ew 24 
DE. 9E, 9E, Qu, Qu, 
* = + 
Dr Qr ay | Pha ttg 
应 用 (1.4.1) 式 可 得 
pu; — = pu,F, +u, — 
] 
于 是 有 
DE DE, p DE; DE; 9t, 
* 
Pp Dt R Dt mm Dt Dt “ax 


(1.5.2) 
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在 (1.5.1) 式 中 代入 连续 性 方程 式 , 则 其 左边 简化 为 =, 因此 , 合并 (1.5.0 式 和 
(1.5.2) 式 容易 得 到 


DE, ðu, ƏQ, du, 
ea .全 s pt. SSL IL 
P Dr Ox, dx, +T ox, 053) 
利用 (1.4.4) 式 和 (1.4.5) 式 可 得 
Qu, Qu, du, 
T =- ros 42 A 
E ox, ë ^ ox, P ^ D 4 


-[ z 2 )e 4 CARECA 
(er3ojs s) (n 
Ox Ox, Ox dx, x, Ox, 


2 2 2 
Qu, | du, Qu, Qu, Ou, | Ou, 
e + 9x, J [a `. 9x, a 9x, Ë 9x, 089 


将 这 个 量 用 B, 表示 。 由 热力 学 第 二 定律 可 知 


Tids =dE+Pdr 


IP, 7 为 绝对 温度 , ds 为 单位 质量 介质 中 焙 的 变化 , 由 于 t=p', 故 dr = - p dp, 
所 以 


Ds DE, _ P Dp 


Dt D: p'Dt 
将 连续 性 方程 代入 上 式 , 可 以 得 到 


pT—=p— po. (1.5.5) 


由 于 (1.5.1) 式 中 的 8; 是 通过 x Ui PRI a Et, 如 果 它 仅 由 热传导 过 程 所 产生 ， 
则 


r O Et 
Q, E 
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式 中 ，K 为 热传导 系数 , 假设 它 是 常数 , 则 有 


30, PT 


` z (1.5.6) 
合并 (1.5.3) 式 ~(1.5.6) 式 ， 就 得 到 能 量 守恒 关系 式 
DS oT 
PT, RD i +@, 
或 写成 算 符 形式 
pr = T +9, 0.5.7) 


AF, 号 为 (1.5.4) 式 的 右 端 , 流体 力学 中 称 为 耗 散 函数 。 这 个 结果 表明 , MERIR 
增加 是 由 于 热传导 和 黏 滞 耗 散 过 程 所 引起 的 。 


L6 ” 欧 拉 量 与 拉 格 朗 日 量 之 间 的 联系 人 


在 拉 格 朗 日 体系 中 , 一 切 物理 量 都 属于 流 点 ， 因 为 选取 的 自 变 量 是 时 间 t 和 流 
点 在 上 = 如 时 刻 的 初始 坐标 o, b, c, 而 流 点 在 任 一 时 刻 1 的 瞬时 位 置 x, y, z 都 是 a, b, 
c, t 的 函数 ,这样 选取 自 变量 的 意义 是 在 r= hf, 我 们 将 每 个 流 点 贴 上 “标签 ”， 
(ai, bi, co1) 表 示 第 一 流 点 ，(a2，b2，c2) 表 示 第 二 流 点 , 依 此 类 推 。 现 有 某 个 物理 量 
qt=qt(a, b, c, t), LER L 表示 q 属于 拉 格 朗 日 体系 , q+ 代表 在 :时 刻 流 点 (a, b, oc) 所 
取 的 该 物理 量 的 数值 。 

欧 拉 体系 选用 的 自 变量 是 空间 坐标 x y, z 和 时 间 变 量 v, 任 一 物理 量 4 = qx, 
y, z; 0 是 在 空间 坐标 系 中 各 点 来 测量 的 (不 是 跟踪 流 点 去 测量 的 )。 由 此 可 见 ， 同 一 
个 物理 量 在 两 个 体系 中 表示 式 是 不 一 样 的 , 现在 要 寻找 它们 之 间 的 联系 。 我 们 以 
这 样 的 一 些 事实 为 出 发 点 : 第 一 , 这 里 的 gE(x, y, z; 043 q' (a, b, c, 0 描写 的 是 同一 
个 物理 量 ， 第 二 , 流 点 (a, b, c) 在 任何 一 个 时 刻 :在 空间 的 坐标 是 x y, z, 而 两 者 的 
关系 如 (1.1.3) 式 所 示 。 为 了 书写 方便 , 我 们 就 一 维 情况 来 讨论 , 二 维 、 三 维 情况 完 
全 类 似 。 

如 上 所 述 ,q+(a, 9 是 流 点 a 在 上 时 刻 q 的 量 值 ， 显 然 , 这 时 流 点 的 瞬时 坐标 为 
a 十 6a, 0D。 另 外 , 这 一 物理 量 在 欧 拉 系 中 表 为 q0, 0， 如 果 某 流 点 在 时刻 的 空间 
坐标 为 x 根据 拉 格 朗 日 流 点 的 轨道 向 前 追溯 , CE t= 时 刻 的 坐标 为 a, 且 有 
x=a+&a, 了 ), 于 是 1 时 刻 在 空间 x 点 测 得 的 物理 量 qa, =q a+ 0, 应 与 跟踪 
某 流 点 a( 它 在 如 时 刻 坐 标 为 a) fE t 时刻 测 得 的 量 qa, 9 相等 , 即 有 
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DACOLE GD ,ss (1.6.1) 
如 果 ča, MRD, 则 由 展开 (1.6.1) 式 可 得 
" 
q Q0) - d Gu i =e. 2060 (we. — 062 


上 式 表明 ,如 果 已 知 欧 拉 系 中 某 物理 量 的 表达 式 ， 则 拉 格 朗 日 系 中 相同 量 的 表示 
式 可 以 根据 (1.6.2) 式 求 出 。 同 理 可 得 


4 Gs) » 4 (a,t)] 


la»x-£(a,0) 


=q" (a,t) 


la=x 


t 
-LD rays (1.63) 


此 即 为 由 qrla, DR Fa, 0) 的 关系 式 。 从 这 两 个 式 子 容易 看 出 ， 由 于 
4*G,0|..,7 gr(a,n)|。,， 也 就 是 说 ,两 个 式 子 中 的 第 一 项 是 相同 的 , 但 第 二 项 一 


般 说 来 是 不 同 的 , 可 是 这 一 项 是 二 阶 量 ,由 此 可 见 , 在 两 种 体系 中 , 同一 物理 量 的 
表示 式 的 差别 是 二 阶 量 。 例 如， 当 4 是 密度 , 在 一 维 情况 下 , 拉 格 朗 日 体系 中 的 连 


续 方程 为 
p -afi -ap-X- (8E) -| (1.64) 


于 是 由 (1.6.3) 式 可 得 


zte 
(1%) (1.6.5) 


~ali- She] 


由 此 可 见 ， 两 个 表达 式 的 形式 之 差 的 确 是 二 阶 量 。 同 理 , 对 于 质点 速度 而 言 ， 两 体 
系 相应 的 表示 式 分 别 为 


L 
ut = 


[4 
E (1.6.6) 


u -3E 06 (1.6.7) 


Qt Ərəx 
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两 者 的 差别 也 是 二 阶 量 。 从 这 些 结果 可 以 得 到 结论 : 在 线性 声学 近似 范围 内 , 不 
必 考 虑 两 种 表达 式 之 间 的 差别 ,或 者 说 , 在 非 线性 声学 领域 内 , 两 者 是 有 区 别 的 。 
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1.6 节 讨论 了 任何 物理 量 在 两 种 体系 中 的 表达 式 之 间 的 关系 ,人 们 不 禁 要 问 ， 
由 这 些 物 理 量 组 成 的 方程 在 两 种 体系 中 的 形式 之 间 能 否 建立 某 种 联系 呢 ? 此 外 ， 
在 1.4 节 中 我 们 导出 了 欧 拉 体系 中 的 黏 滞 耗 散 动 力学 方程 , 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ， 
那么 考虑 到 介质 有 符 性 时 , 在 拉 格 朗 日 体系 中 的 运动 方程 又 如 何 得 到 ? 由 于 拉 格 
朗 日 体系 的 表示 式 在 非 线性 声学 中 也 经 常 被 应 用 ， 故 建立 两 种 体制 下 方程 组 之 间 
的 联系 是 必要 的 。 为 简便 起 见 , 我们 仍旧 讨论 一 维 情形 。 

设 4x 和 Zlx, 0 分 别 是 欧 拉 系 中 的 时 间 、 空 间 变量 和 位 移 "，7, a 和 ya, 7 分 
别 是 拉 格 朗 日 系 中 相应 的 量 。 显 然 , : 和 了 表示 的 都 是 时 间 , KA t=T, 现在 我 们 
来 寻求 其 他 有 关 量 的 对 应 关系 。 如 果 在 t 时 刻 在 空间 x 点 测 得 该 空间 点 流体 的 位 
移 为 kx, 9， 则 根据 运动 规律 可 以 反 推 到 以 前 的 £ = 加 时 刻 是 哪 一 个 流 点 与 此 相对 
应 , 于 是 有 体 的 位 移 为 ¿G 1), 则 根据 运动 规律 可 以 反 推 到 以 前 的 : = 如 时 刻 是 哪 
一 个 流 点 与 此 相对 应 ， 于 是 有 


a(x,)= x—- ét) 
T(x,t)=t 


另外 ,如 果 通过 反 推 , 已 经 清楚 地 知道 这 些 量 原来 是 属于 T= 二 To 时 刻 初始 坐标 为 a 
的 那个 流 点 ,那么 , 它 在 了 时 刻 的 位 置 坐标 是 x a, T), 其 位 移 为 x( a, T), 可 以 根 
据 运动 规律 预测 到 ,于 是 有 


(1.7.1) 


x(a,T) - a 7K(a,T) 


t(a,T) -T a3 


如 果 上 述 的 反 推 和 预测 是 对 同一 流 点 而 言 的 , 则 显然 有 ¿G D=n(a, T), #H(1.7.1) 
式 得 到 


a,=1-ë, 
=1- (maa, +hrT,) 


因为 F=0， 故 由 上 式 容易 推出 


@ 这 是 文献 [10] 作 者 的 工作 ， 其 实在 欧 拉 体系 中 未 定义 位 移 这 个 量 。 
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1 
a, = 一 一 一 
lna 
同样 ,由 于 
a, 7-6, 7 n, [aGs t) T Gs t)] 
—-lra, * 5T, ) 7 7,2, -Nr 
或 者 


Jr 


a, = 一 
1-7, 


由 此 可 见 ,两 个 体系 中 的 导数 关系 为 


a, -(7,)" 


1*7, (1.7.3) 


同 理 , 可 以 求 得 


* 60-6) (174) 
S 


此 即 为 沟通 两 组 坐标 系 之 间 的 变换 关系 。 作 为 一 个 应 用 实例 ， 下 面 将 欧 拉 系 的 方 
程 组 变换 为 拉 格 朗 日 体系 下 的 方程 组 。 即 已 知 


现在 要 将 这 些 方程 变换 为 相应 的 拉 格 朗 日 体系 下 的 方程 组 。 由 (1.7.1) 式 ~(1.7.4) 式 
可 知 
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9 oa0 +27 9 c4 9 9 

Qr araa ar ^ ‘ða OT 
-i 3 

nm) d$ 

9 da9 or o E] 


mj 


FEES xd “aa 
=(1+ 23. 
07.) 3a 


将 这 二 个 微分 算 符 对 p,u 进行 运算 可 得 


将 这 些 结果 代入 欧 拉 系 的 连续 性 方程 式 , 则 可 将 它 变换 为 拉 格 朗 日 系 中 的 连续 性 
方程 式 , 事实 上 有 


pr 71) * prp =0 
或 


ð 
gr "0 *1)1- 0 
积分 得 


pom) C 
C 是 与 了 无 关 的 积分 常数 , 34 T = To 时 , 流 点 的 坐标 为 a, 全 部 流 点 的 位 移 都 为 零 ， 
即 na = 0, pla, To)= po = C, 于 是 有 
p(1+na)=po (1.7.5) 
这 恰好 是 拉 格 朗 日 体系 中 连续 性 方程 的 一 维 形式 (1.1.53)， 这 也 说 明 上 述 变换 是 正 
确 的 。 同 样 地 可 将 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 (1.4.6) 变 换 到 拉 格 朗 日 体系 中 来 。 由 于 


Du ou 


P P a 7 pu Tr (+7)  +uu,(1+T,) = pur 


122. 非 线 性 声学 


这 个 简单 的 关系 是 很 显然 的 ， B De 是 流 点 的 加 速度 ,也 是 拉 格 朗 日 加 速度 ， 
而 它 恰好 是 ur, 又 一 次 证 明 这 种 变换 是 正确 的 。 同 理 有 


9P apa, - Pen) 
ox 
2, 
Sos oen) oen 


由 于 u= nr, 应 用 连续 性 方程 (1.7.5), 最 终 得 到 
Polly + P, = QU + 2D ar (+T) `], (1.7.6) 

此 即 为 拉 格 朗 日 体系 下 的 黏 滞 运 动 方程 。 当 

u-u-0 


时 ,利用 (1.7.5) 式 可 将 (1.7.6) 式 化 归 (1.1.12) 式 。 
现在 来 变换 能 量 守恒 方程 (1.5.7)， 由 于 


DS 
Tp, PTS: 
u, =ua,=u,(1+n,)' 
T, =Tal, 2 7,0 7,)* 


T. 707,0 7,) la, 2 0 7,) "ET, 1-7,) 1, 
由 这 些 关 系 可 将 欧 拉 系 中 的 能 量 守恒 方程 式 变换 为 
PV S, = (H 29) (+n, + AT, (+7,) ], (17.7) 


(1.7.5) 式 ~(1.7.7) 式 就 是 拉 格 朗 日 坐标 系 中 的 黏 滞 热 传导 流体 方程 组 。 应 当 注 意 ， 
黏 滞 系数 是 首先 在 欧 拉 坐标 系 中 引入 的 概念 , 到 了 拉 格 朗 日 体系 ,似乎 需要 重新 
认识 ,至 少 我 们 一 眼 就 能 看 出 , 变换 之 后 原 方程 中 的 对 流 项 ( 即 非 线性 项 ) 消 失 了 ， 
但 原来 是 线性 关系 的 黏 热 项 却 成 为 非 线性 的 ; 其 次 由 (1.7.6) 式 和 (1.7.7) 式 可 以 看 出 ， 
原来 在 欧 拉 体 系 中 的 黏 滞 系数 都 有 清晰 的 物理 定义 , 可 是 变换 到 拉 格 朗 日 体系 之 
后 ， 要 想 使 新 的 方程 中 与 这 些 系数 有 关 的 项 保持 原来 的 形式 意义 必须 令 


° t 
= 1.7.8) 
em a (1.7.8) 
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La = 
147, 


(1.7.9) 


式 中 ，/ us E, ARIDS TRA KOR PURRE SRI, ERE E L4 
别 为 欧 拉 体系 和 拉 格 朗 日 体系 。 这 样 一 来 , 即使 LE, K 原来 都 是 常数 u, 由 却 都 成 
为 变量 了 。 
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一 般 说 来 , 不 管 是 欧 拉 体系 也 好 , 还 是 拉 格 朗 日 体系 也 好 ， 其 流体 力学 方程 
都 是 非 线性 的 ， 因 而 声 传播 过 程 也 是 非 线性 的 。 以 后 将 会 知道 ， 非 线性 过 程 必 然 会 
伴随 着 波形 失真 ， 基 波 的 能 量 不 断 向 其 他 谐 波 转移 ， 这 就 使 得 线性 声学 的 一 般 结 
论 不 再 成 立 。 那 么 在 什么 情况 下 要 考虑 非 线性 过 程 ， 什 么 情况 下 又 不 需要 考虑 它 
Bz? 下 面 将 找 出 一 个 判别 标准 ,为 简便 起 见 , 我 们 将 从 一 维 欧 拉 方 程 组 出 发 , 但 得 
到 的 结论 却 是 普遍 适用 的 。 首 先 讨论 运动 方程 


du du _ Caz3p i BP) IP- oy» yp 
92) dx p 


(1.8.1) 
式 中 
or2ut [2-2] (1.8.2) 


Cr, Cv 分 别 为 介质 的 定 压 比 热 和 定 容 比 热 ， 这 两 个 关系 式 是 这 样 导 出 来 的 : 只 要 将 
1.9 节 的 (1.9.19) 式 代入 (1.4.6) 式 即 可 。(1.8.1) 式 中 的 pu 全 称 为 对 流 项 。 对 于 一 列 


ea) 


AH, P 为 任意 函数 。 我 们 来 比较 各 项 的 相对 大 小 , BI 


E 
DU sal oy, 
P» 


(1.8.3) 
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du 

Bx _ Pu C, _ PoCouo 
du uba Cl bo 
E 

AP, Ma 称 为 马赫 数 ,， 是 质点 速度 与 声速 之 比 , 它 是 衡量 非 线 性 对 流 项 与 惯性 项 
之 比 的 量 ，Re 称 为 声 雷诺 数 (以 后 简称 雷诺 数 ), 它 是 衡量 对 流 项 与 耗 散 项 之 比 的 
量 。 


同 理 ,对 于 连续 性 方程 和 物 态 方程 来 说 ,， 非 线性 项 与 线性 项 之 比 是 锡 和 Ma, 
其 中 po 和 pi 分 别 为 介质 的 零 阶 和 一 阶 密度 ， 由 于 线性 声学 要 求 


pu 


=Re (1.8.4) 
b 


H Ap 


O Er: (1.8.5) 
CP, p 为 声 压 , Po 为 介质 的 平衡 压力 , 因此 ， 当 声学 过 程 满足 
Re<1 
Ma<1 (1.8.6) 


时 ， 可 以 忽略 非 线性 项 。 另 一 方面 ， 当 Rez» 1 时 ， 耗 散 项 可 以 忽略 ， 从 而 流体 可 以 
当 作 是 理想 的 。 
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声 传播 过 程 伴随 着 热 的 过 程 ， 首 先是 由 于 介质 受到 声 扰动 ,其 密度 发 生变 化 ， 
根据 物 态 方程 可 知 ,其 温度 也 发 生变 化 ; 此 外 , 声 传播 过 程 中 有 一 部 分 能 量 被 耗 散 ， 
这 部 分 声 能 量 转 化 为 热能 ,因此 ,热力 学 成 为 声学 研究 中 必 不 可 少 的 基础 知识 。 限 
于 篇 幅 , 本 节 的 内 容 仅 限于 本 书 用 到 的 那 部 分 热力 学 范围 ,而 且 是 为 了 不 熟悉 热 
力学 的 读者 写 的 。 

首先 我 们 讨论 的 介质 是 均匀 的 , 其 中 只 有 一 种 成 分 , 这 种 均匀 体系 的 热力 学 
状态 可 以 用 两 个 独立 变量 来 描写 , 如 果 我 们 指定 温度 T 和 压力 P 为 独立 变量 , 则 
他 量 都 可 以 用 这 两 个 量 来 表示 , 如 比 容 r= rP, Df 8 fië U = U(P, 7)。 若 这 个 均 
匀 系 是 多 成 分 的 , 则 除了 上 述 两 个 独立 变量 外 , 还 要 引入 若干 个 描写 成 分 含量 的 
独立 变量 。 

现在 来 讨论 热力 学 第 一 定律 。 当 介质 从 一 个 平衡 状态 经 历 一 个 无 限 小 的 变化 
到 达 另 一 个 平衡 状态 时 ,其 内 能 增加 dU， 从 外 界 取得 热量 为 AQ, 对 外 界 做 功 Pdr, 
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这 三 者 有 下 述 关系 : 
AQ=dU+Pdr (1.9.1) 


这 个 式 子 表明 ,介质 从 外 界 吸取 的 热量 用 于 增加 其 内 能 以 及 对 外 界 做 机 械 功 ， 这 
就 是 热力 学 第 一 定律 , 它 实际 上 是 能 量 守恒 原理 的 热力 学 描述 。 

下 面 我 们 来 讨论 热力 学 第 二 定律 ,首先 引入 可 逆 过 程 的 概念 。 如 果 某 个 过 程 
的 每 一 步 都 可 以 沿 反 方向 进行 ,而 不 在 外 界 引起 其 他 变化 , 则 这 个 过 程 称 为 可 逆 
的 ,显然 , 在 可 逆 过 程 中 , 介质 和 它 的 周围 沿 反方 向 进行 的 每 一 个 状态 都 是 原来 沿 
正方 向 进行 时 相应 的 状态 的 重演 。 但 自然 界 发 生 的 绝 大 多 数 过 程 都 是 不 可 逆 的 ， 
例如 ， 当 流体 存在 黏 灌 摩擦 时 , 它 在 膨胀 过 程 中 的 一 系列 状态 就 不 能 在 压缩 过 程 
中 重演 ,因为 有 一 部 分 声 能 由 于 黏 汪 摩擦 而 转化 为 热 。 

根据 大 量 的 经 验 ,， 总结 出 了 热力 学 第 二 定律 , 关于 这 个 定律 的 叙述 是 各 式 各 
样 的 , 我 们 不 打算 对 此 进行 深入 讨论 ， 有 兴趣 的 读者 可 参看 有 关 著 作 。 根 据 热力 学 
第 二 定律 ， 可 以 得 到 著名 的 炉 增 加 原理 ， 一 个 绝热 系统 经 历 某 个 状态 时 , DRESS 
D. 假设 系统 经 过 一 个 微小 的 变化 , 其 过 程 是 可 逆 的 , 在 此 过 程 中 吸收 热量 为 AQ, 
相应 的 温度 为 7， 则 可 以 定义 该 过 程 的 粹 变化 为 


as = AQ 
T 


上 述 定理 告诉 我 们 ， 如 果 系 统 经 历 的 一 个 绝热 循环 是 可 逆 的 , 则 ds = 0, 如 果 过 程 
不 一 定 可 逆 ， 则 as=o0, 
对 于 用 两 个 独立 变量 描写 的 均匀 体系 , 应 用 热力 学 第 一 定律 可 得 


TdS =dU + Pdt (1.9.2) 
此 即 为 热力 学 第 二 定律 的 数学 方程 。 
现在 我 们 导出 几 个 有 用 的 热力 学 关系 , 为 此 引入 几 个 热力 学 函数 。 第 - 个 是 
RH, 第 二 个 是 自由 能 F, 第 三 个 是 吉 布 斯 函数 G, 它们 分 别 定义 如 下 : 
H=U +Pt 


F =U -TS (1.9.3) 
G=U+Pr-TS 


微分 关系 为 
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dH =TdS +zdP 
dF =—Pdr — SdT (1.9.4) 
dG = TdP — SaT 
由 此 可 见 , 在 S, P 为 独立 变量 的 情况 下 , ARAE ARERR ED ER FFE z, 
TER P, 7 为 独立 变量 时 ， 分 别 选 严 或 G 作为 状态 函数 是 方便 的 。 根 据 微分 关系 可 
知 ， 如 果 选 独立 变量 为 x, y, 则 z=z(x,y), 有 


dz = A(x, y)dx + B(x, y)dy 


可 以 得 到 
A(x, y) _ ƏB(x, y) Oz 
二 (1.9.5) 
利用 这 个 关系 ,由 (1.9.2) 式 和 (1.9.4) 式 容易 得 到 
(z) (z) ar), a) 
aP oP (1.9.6) 


Gr) E Gis, 


根据 比 热 的 定义 
A AU +PAT 
C= im T wm AT ) 
对 于 定 容 比 热 Cw Ar -0, MU 
-4U (E 
” ATH) NOT), 
因为 
dU =Tds - Pdt = (5) ars z) -P]er 
T j. 977. 
于 是 有 
9U ƏS 
2[£ ere 1.9. 
TORO] a» 
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同 理 可 证 
oH 
RE EJ! 
由 (1.9.4) 可 知 
-7Tf{ 35 
[on =A) (1.9.8) 


X S= S(T, 2, r= «T, P), 容易 得 到 


s (28 A 


由 此 得 到 
全 -的 ) 
ər), Vor), (ar) T), 
或 者 有 
_Tfa211az 
C,-C,-T 2J(), (1.99) 
此 外 , 如 果 3 个 变量 闻 存 在 一 个 函数 关系 , WA 
az) (əx) > = 
BE e ps 1 (1.9.10) 
定义 
1(0c 
Xx pet 
19.11 
EC rd 
rap), ^ 
(1.9.9) 式 可 以 写成 
c, -C, Eu (1.9.12) 
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下 面 举 一 个 例子 说 明 如 何 应 用 热力 学 关系 来 计算 物 态 方程 。 设 介质 中 的 压力 满足 
P=P(p,S) 
即 认为 介质 是 单一 成 分 的 均匀 系 。 展 开 它 为 


p'-p-po SS=S-So 
WERK, BI 
3'P) , /ap) 
P=P,+C2p'+~| das) ^). s (1.9.13) 


式 中 ，Co 为 绝热 声速 ,在 线性 声学 范围 , 经历 绝热 过 程 时 ， 只 有 前 两 项 ,第 三 项 是 
非 线性 修正 项 , 2008 Ej RAT 2800, 这 里 只 展开 到 S HKE, BAA S 至 
少 是 二 阶 小 项 ， 下 面 将 利用 (1.5.7) 式 求 5' 仅 计算 由 于 热传导 所 引起 的 烂 变 化 ， BD 


po = xv 
式 中 温度 差 为 
sor far) p far ,far 
T'=T-T,= (5), Pa *(&), s= (5), P 
y e (oJ TE IER 3 章 将 看 出 ,的 确 如 此 )。 将 这 个 结果 代入 上 式 , 得 


9s'_ (9T 
Polo E? Se). vip 


9P 
利用 线性 声学 近似 : 
d y. 
P TA V=Vo 
代入 上 式 , 得 到 
a E[9T v. 
S= (Z) v (1.9.14) 


利用 (1.9.10) 式 ， 以 及 (1.9.6) 式 ~(1.9.8) 式 ， 可 得 
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9T) _Tma 
(55) = (1.9.15) 
š) 2 1 的 
L| =C 一 | 一 (1.9.16) 
( S), ^c" UP); 
C, -C, - Tro? (8) (1.9.17) 
T 


的 -1 (2P 
ət) T pj, 
x (29) 为 等 温 声速 , 它 是 C2 的 CwCp 售 , 故 有 


P) do 
的 nii: C, (1.9.18) 


将 (1.9.14) 式 ~ (1.9.18) 式 代入 (1.9.13) 式 ， 最 终 可 得 


119:P 1 1 
P=P, «ae -村 -二 jp (1.9.19) 
”ap G;- G 


上 式 即 为 考虑 有 热传导 情况 下 的 修正 物 态 方程 式 ， 以 后 将 会 用 到 。 将 上 式 代入 
(1.4.6) 式 , 可 得 


1 


DV 2 oP 
== pF -CV p -H 2 
P» oV P ( 


Vp" -bV'V (1.9.20) 
2l 9p* ) p 


式 中 
bos 二- 二] 
即 为 (1.8.2) 式 。 上 面 的 计算 应 用 了 运动 是 无 旋 的 假设 , 这 时 有 
VxVxV 2 VV-V - Vy «0 
ACH 
vv-v =V” 
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第 2 章 理想 介质 中 的 有 限 振幅 平面 波 


在 线性 声学 领域 中 人 们 早已 知道 , 一列 单 频 平面 波 在 无 限 延 伸 的 理想 介质 中 
传播 时 ， 由 于 不 存在 边界 反射 ,没有 能 量 耗 散 ， 也 没有 频 散 现象 ， 故 它 的 波形 保持 
不 变 , 因而 不 产生 其 他 频率 成 分 , 但 当 声 学 过 程 的 雷诺 数 和 马赫 数 逐 渐 增 大 时 
按照 1.9 节 的 讨论 可 知 , 会 越 来 越 偏 离线 性 声学 的 规律 ,因为 这 时 介质 中 除了 基 波 
外 还 产生 了 各 阶 谐 波 和 其 他 频率 成 分 的 波 ( 如 分 频 波 和 频 波 与 差 频 波 等 ), 其 结果 
是 波形 逐渐 发 生 畸 变 ， 基 波 能 量 逐 渐 减 小 ,部 分 能 量 转移 到 谐 波 和 其 他 波 上 去 。 

众所周知 ,小 振幅 声波 在 介质 中 传播 的 速度 是 Co, 在 均匀 介质 中 它 是 与 坐标 
无 关 的 常数 , 但 对 于 雷诺 数 足够 大 的 有 限 振幅 声波 来 说 , 介质 中 各 点 的 声速 (或 称 
为 局 部 声速 ) 与 该 点 的 声 扰 动 的 大 小 有 关 ， 扰动 大 的 传 得 快 ， 扰动 小 的 传 得 慢 ， 故 
原来 是 正弦 波 的 扰动 , 传播 到 一 定 距离 之 后 ,波峰 将 赶 上 波 谷 , 形成 具有 间断 面 
的 冲击 波 。 形 成 了 的 冲击 波 在 传播 过 程 中 其 间断 量 (冲击 波 的 幅度 ) 不 断 减 小 , 久 而 
久之 又 成 为 小 振幅 正弦 波 , 不 过 这 时 的 正弦 波 与 原来 的 大 振幅 正弦 波 并 不 存在 明 
显 的 联系 。 

本 章 仅 讨 论 大 振幅 正弦 波 如 何 发 展 为 冲击 波 的 过 程 ， 至 于 冲击 波形 成 之 后 的 
传播 与 衰变 将 在 以 后 几 章 中 处 理 。 另 外 , 本章 也 不 讨论 分 频 波 ,而 将 它 留 到 第 16 
章 去 讨论 。 

为 了 说 明 谐 波 的 产生 过 程 , 我 们 先 从 一 维 的 拉 格 朗 日 方程 组 出 发 , 根据 方程 
(1.1.5) 和 (1.1.12) 以 及 理想 气体 的 绝热 方程 有 


P=Pol+7,)" 
9n__aPp 
^g? aa 


r 
-«(2] - R, 
ii (2 (+n, 
式 中 ,为 沿 a 方向 的 位 移 , P 和 jp 为 压力 及 密度 , Po, po 分 别 为 它们 的 平衡 值 .合并 
这 3 个 式 子 容易 得 到 


Ən Q0," dèn 
da? Cc o 
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W na < 1, H+” RR n WERA, 则 上 式 成 为 


Ə 105 


A MEC (Y+IXy+2) 2 
od C2 or 


DOCE 7 oa n 


n=m+m+m += 
式 中 ,ni 为 i 阶 小 量 , 如 不 考虑 高 阶 谐 波 的 能 量 向 低 阶 波 的 转移 ， 则 有 


ən, dn, | à, 9*n, 

Ja 9a? T aa da? 
umen) UA 
Ja? 


显然 四 满足 的 是 齐 次 方程 ,这 是 因为 不 考虑 高 阶 谐 波 相互 作用 产生 的 低 阶 波 ， 
致使 它 在 场 区 是 无 源 的 。 而 n, m3,… 满 足 非 齐 次 方程 ,表示 它们 在 场 区 是 有 源 的 ， 
二 阶 场 的 源 是 一 阶 场 相互 作用 产生 的 , 三 阶 场 的 源 是 一 阶 场 与 二 阶 场 的 相互 作用 
或 者 是 由 一 阶 场 的 3 次 自作 用 产生 的 …… 从 数学 上 早 就 知道 ， 非 齐 次 波动 方程 的 
全 部 解 是 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 齐 次 方程 的 解 ， 另 一 部 分 是 非 齐 次 方程 的 特 解 。 
以 二 阶 波 作为 例子 (包括 二 阶 谐 波 与 和 差 频 波 , 但 下 面 的 例子 中 仅 讨论 二 阶 谐 波 )， 
前 者 相应 于 二 阶 谐 波 的 无 源 解 ， 后 者 相应 于 它 的 强迫 源 解 。 如 果 基 波 的 相 速 与 二 
阶 谐 波 相等 ， 则 这 两 类 波 的 相 速 相等 , 于 是 二 次 谐 波 会 产生 强烈 共振 ,这 就 使 得 
谐 波 能 量 急剧 增长 。 反 之 ， 当 两 者 的 相 速 不 相等 ， 这 种 共振 不 出 现 。 因 此 ,介质 波 
速 的 频 散 特性 对 有 限 振 幅 波 的 传播 情况 影响 极 大 ， 而 无 界 空间 的 声学 介质 大 多 数 
是 无 频 散 或 频 散 很 弱 的 介质 , 其 局 部 声速 只 是 振幅 的 函数 。 

从 上 述 公式 还 可 以 看 出 另 一 事实 , 即 二 阶 波 是 由 两 个 一 阶 波 相互 作 用 产生 的 ， 
三 阶 波 除 了 是 由 一 阶 波 的 三 阶 自作 用 产生 以 外 , 还 有 由 一 阶 波 与 二 阶 波 的 相互 作 
用 产生 的 等 ， 由 此 可 见 , 高 阶 谐 波 的 产生 是 以 低 阶 波 作为 波源 的 最终 , 各 阶 谐 波 
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都 是 直接 或 间接 地 从 基 波 中 提取 能 量 , 故 谐 波 的 产生 不 仅 伴随 着 波形 的 畸变 ,并 
且 导 致 基 波 能 量 的 减少 。 


21 黎 曼 - 厄 恩 肖 解 与 简单 波 


1860 年 和 1858 年 黎 曼 与 厄 恩 肖 分 别 独立 地 发 表 了 他 们 的 理论 ， 即 理想 流体 
中 的 一 维 非 线性 波 的 严格 解 02， 这 个 解 对 于 有 限 振幅 波 发 展 成 为 冲击 波 的 过 程 给 
了 予 完 整 的 描述 。 欧 拉 方 程 组 为 
Qu, Ou | 19P 
3 T p Cep 
Qu 


pu == 
X 


0 .1.2 
p ox 12) 


*p 
当 上 方程 组 中 的 非 线 性 项 为 零 时 ， 则 它们 的 解 在 线性 声学 已 经 熟知 。 在 线性 声学 
"b, 引入 了 所 谓 行 波 的 概念 , 即 任何 波动 量 都 可 以 写成 变量 xte 的 函数 ,例如 ， 
JEHs: P= F(xtcn, WE p= F,(x+ct) ， 因 此 它们 之 间 可 以 互相 表示 (而 不 必 显 含 
坐标 x 和 时 间 0) 像 已 = P(p),u =u(p) 等 。 比 照 这 一 点 , 在 非 线性 声学 中 , 为 了 得 到 
对 应 的 “ 行 波 ” 解 ， 引 入 了 所 谓 简单 波 假设 , 即 


p=plu), P=P(u) (2.1.3) 


(2.1.3) 式 表明 ， 如 果 知 道 质点 速度 wx 的 波形 , 则 密度 和 压力 的 波形 完全 由 它 来 确定 ， 
通常 将 满足 这 个 关系 的 波 称 作 简 单 波 。 
将 (2.1.3) 式 代入 (2.1.1) 式 和 (2.1.2) 式 得 到 


Gea Q.14) 
vor. (2.1.5) 
在 上 式 中 应 用 (1.9.10) 式 , 容易 得 到 
(z) - m 2.1.6) 
(3), =u+ p% CAE 


由 (2.1.3) 式 可 知 , u 不 变相 当 于 p 不 变 ， 故 (2.1.6) 式 与 (2.1.7) 式 的 左 端 实际 上 是 相等 
的 , 于 是 合并 之 有 
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dP 
A m (2.1.8) 


dP dPdp _ a do 
du dp du du 


代入 (2.1.8) 式 , 可 得 


du C 
d, p 
或 者 
C dP 
=+*|—do=+|— 2.1.9: 
u Jp Í (2.1.9) 


将 (2.1.9) 式 代入 (2.1.6) 式 或 (2.1.7) 式 , 便 有 


Ox 9x) _ 
(z) -(&) -utC (2.1.10) 


x=(u+C)t+ f(u) 


式 中 , fw) 为 任意 函数 , 或 者 将 上 式 用 另 一 表达 方式 有 


x 
“= ==) (2.1.11) 


函数 FF 是 另 一 个 任意 函数 ， 所 以 简单 波 的 扰动 是 以 局 部 速度 C+tu 传播 的 。 对 于 理 
想 气 体 , 根据 绝热 物 态 方程 可 知 


对 上 式 进行 积分 ,容易 得 到 


由 于 
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代入 (2.1.9) 式 , 得 到 
^C 2 
u=tf 4077€ - C) 
C76 217, Q.1.12) 


因为 C+u 为 正 向 扰动 传播 速度 , 则 有 


C+u=Co+ztlu 
2 
在 第 1 章 曾 经 指出 过 ,因为 
B 
2478 
对 于 理想 气体 经 历 绝 热 过 程 时 ， 有 
B=3(7+D 
故 简单 波 的 局 部 传播 速度 为 
C+u=Co+Pu (2.1.13) 


式 中 , Co 为 小 振幅 声波 传播 速度 , 8 为 介质 的 非 线性 系数 , u 为 质点 速度 。 这 个 结果 
RH, 有限 振 幅 扰动 传播 的 速度 比 小 振幅 声波 传播 速度 多 了 一 项 Bu, 因为 p>0, 则 
在 u»0 的 地 方 传播 速度 Ceu 大 于 Co, 24 u<0 Rf, Ctu<Co。 当 初始 扰动 是 角 频 率 为 
eo 的 正弦 扰动 时 , 那么 在 + 时 刻 在 x 点 扰动 成 为 


stes w- AE J (2.1.14) 


显然 , 波形 上 各 点 相对 于 wx= 0 的 点 有 一 个 传播 速度 差 pw 为 了 清晰 地 看 出 波形 的 
畸变 ,假设 观 察 者 也 以 速度 Co 伴随 波形 一 起 运动 , 即 与 图 2.1 中 的 点 1, 2 和 3 三 
个 点 一 起 运动 , 根据 (2.1.13) 式 , 局 部 声速 与 x AXK, 由 于 波峰 处 的 u>0, 波 谷 处 
u<0, 而 点 z 处 w=0, 故 必 有 波峰 将 追赶 上 点 2, 波 谷 将 落后 而 靠近 点 2, 于 是 , 波 
形 不 断 畸变 , 但 无 论 如 何 , 不 允许 u 是 变量 的 多 值 函 数 ， 故 最 终 波形 在 2 点 处 形成 
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陡峭 的 锯齿 形 间断 ( 见 图 2.1(c) 实 线 部 分 ), 即 形成 冲击 波 面 , 或 者 称 为 间断 面 ， 在 
它 的 两 侧 质点 的 速度 有 一 个 跳跃 ， 因而 根据 伯 努 利 定理 ,在 一 个 注 层 的 两 侧 , JE 
力 相差 很 大 。 如 果 这 个 压力 差 大 于 物体 的 断裂 强度 ， 则 物体 将 遭 到 破坏 , 如 强度 足 
够 大 的 冲击 波 , 足以 使 窗 玻璃 破碎 。 顺便 说 一 下 ,本 节 讨论 的 是 无 限 波 列 , 而 在 作 
图 时 只 画 出 了 一 个 周期 的 波 。 


a ` 


€ 


图 2.1 波形 畸变 过 程 


22 ”冲击 波 间 断面 的 位 置 


设 在 x=0 处 有 一 声 源 ,这 里 的 扰动 为 
i u= uo sin Of (2.2.1) 


将 这 个 条 件 代 入 到 一 般 解 (2.1.11) 中 ， 显然 , 式 中 的 任意 函数 FF 要 用 正弦 函数 代替 ， 
故 以 (2.2.1) 式 为 初始 扰动 的 有 限 振幅 波 的 严格 解 为 


x 


ws (2.2.2) 
C, f +8 z) 
° 


u-using|t- 
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式 中 , 8 为 介质 的 非 线性 系数 ， est, NTER g- OD, 7 为 理想 


气体 的 比 热 比 ,正如 上 面 提 到 过 ，(2.2.2) 式 是 一 维 简单 波 的 准确 解 ， 但 不 便于 应 
用 。 于 是 需要 将 上 式 括号 中 的 量 展 成 马赫 数 的 级 数 , 保留 到 一 阶 项 ,这 样 (2.2.2) 式 
可 写成 


u= sat La] (2.2.3) 
式 中 


t=1-> 
Co 
为 了 研究 一 列 有 限 振幅 正弦 波 传播 多 远 的 距离 才能 形成 冲击 波 ， 以 及 冲击 波形 成 
之 后 如 何 确定 间断 面 的 位 置 ， 假 设 这 个 间断 已 经 形成 ,并 设 这 个 面相 对 于 固定 从 
标 系 以 速度 以 运动 , 在 它 的 两 侧 流体 的 质点 速度 分 别 为 ul 和 us， 从 质量 守恒 定律 
可 知 , 流入 间断 面 的 流体 质量 应 等 于 流出 这 个 面 的 流体 质量 ， 即 


pı (ui-U;) = p2 (uo U;) 
式 中 ,pi 和 ps 分 别 为 间断 面 两 侧 的 流体 密度 ， 由 此 可 以 解 出 


U,- £35 -Pm (2.2.4) 
P2-P 
由 (2.1.8) 式 和 (2.1.9) 式 , 容易 证 明 
2 
A ry g 4. (2.2.5) 
Po " Co Aa 
代入 (2.2.4) 式 ， 准 确 到 马赫 数 的 一 阶 项 ,得 到 
= ch, 8 (atiy) 
U, sofi G 2 (2.2.6) 


有 了 这 些 关 系 之 后 ,就 可 以 着 手 寻求 冲击 波 的 间断 面 的 位 置 了 。 如 图 2.2 所 示 , AE 
是 间断 面 的 位 置 , 它 与 x 轴 交 xo Rb, 显然 , 面积 分 


Pex = > 
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表示 图 2.2 中 阴影 部 分 的 面积 。 
现在 来 计算 这 块 面积 在 传播 过 程 中 随时 间 的 变化 情况 ， 即 对 时 间 求 导数 


dF d r“ _ pnl (ax ax 
ral eco DG Ge) | 
ox 


mx (35) =C,+ u, mJ -U, 利用 (2.2.6) 式 ， 上 述 积分 等 于 堆 , 即 


dz 

uo (2.2.7) 
IDARA, FEER RER, SAF, 根据 (2.2.7), 在 传播 过 程 中 
SEAP. hA 2.2 可 知 , 面积 ABC 等 于 CDE， 即 间断 面 AE 两 侧 阴影 部 分 的 面 
积 相等 , 这 个 “相等 ”不 随时 间 变化 , 利用 这 个 性 质 可 以 确定 间断 面 的 位 置 。 应 当 
强调 一 下 ， 上 述 结论 在 二 级 近似 范围 内 是 正确 的 。 现 在 应 用 这 个 性 质 来 讨论 两 个 
例子 。 


I 
1 
i 

po s= 
o Xo x 


图 2.2 wu 与 x 的 关系 


例 1 无 限 长 的 锯齿 波 列 。 

现在 来 研究 一 列 无 限 长 的 锯齿 波 列 的 间断 面 振幅 随时 间 变 化 的 情况 .图 2.3(a) 
是 一 列 无 限 长 的 理想 冲击 波 列 , 每 一 个 周期 的 波形 由 两 个 直角 三 角形 组 成 , 现在 
应 用 (2.2.7) 式 来 计算 它 在 传播 过 程 中 振幅 的 衰减 。 设 它 的 初始 速度 振幅 在 上 = 如 时 
A uo, 半 “ 周 期 ”为 lo, 根据 (2.1.13) 式 可 知 , 图 2.3(b) 中 的 D 点 运动 到 B 点 , 原来 
的 直角 三 角形 ADC 变形 成 斜 三 角形 ABC, 其 面积 可 以 写成 


Suc =AAEC + ABEC = SCE +CEBD] 


第 2 章 “理想 介质 中 的 有 限 振幅 平面 波 39- 


xY 


0) 


(9 
图 2.3 ”无限 延伸 的 锯齿 波 列 的 演变 
由 (2.1.13) 式 可 知 , 在 D 点 运动 到 B 点 的 过 程 中 , 它 相对 于 间断 面 产生 了 一 个 横向 
位 移 


BD = Bst —i0) 
XECE J] u RR, BI CE =u, 于 是 有 
Saac ejt, [Kt =n) 


根据 (2.2.7) 式 的 面积 不 变性 质 ， 有 
= 
Soc = hs = Sac 


上 面 的 讨论 中 , 已 经 隐隐 地 应 用 了 公式 (2.2.6), 即 任 一 间断 面 与 横 坐 标的 交 
点 C 运动 的 速度 U,= Co, (因为 wu =-u,), 或 者 说 无 限 延 伸 的 周期 性 锯齿 波 列 的 波 


长 不 随时 间 变 化 。 另 外 , 三 角形 ABC 并 非 物 理 上 可 实现 的 波形 , 正如 以 前 讨论 中 
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说 过 的 ， 由 于 物理 量 不 可 能 是 多 值 的 函数 , 因此 t 时 刻 的 冲击 波 波形 应 是 AEC( 图 
2.3(c))， 即 间断 面 的 高 度 由 uo 变 为 u, 而 且 


u = 一 一 0 一 (2.2.8) 


能 量 已 为 


RN ME 
2 
c? 
h 

为 书写 方便 , 这 里 已 令 to = 0。 由 这 个 结果 可 以 看 出 ， 当 Buotflo>1 时 , u~1/t, 这 意 
味 着 , 即使 是 在 理想 介质 中 , 有限 振 幅 正 弦 平面 波形 成 的 冲击 波 能 量 也 是 要 衰减 的 。 

值得 提 一 下 的 是 ， 由 于 各 个 间断 面 以 速度 Co 运动 , 实际 上 它们 的 横 坐 标 是 
变化 的 , 但 它们 之 间 的 相对 位 置 不 变 ， 故 在 图 2.3 中 不 必 强 调 它们 在 x 轴 的 绝对 
位 置 。 

例 2 单一 锯齿 脉冲 一 —N X. 

上 例 表明 ,一 列 无 限 长 的 锯齿 波 在 传播 过 程 中 ,振幅 随 传播 距离 的 增 大 而 减 
小 , 但 是 波 列 的 周期 始终 保持 不 变 。 如 果 有 限 振幅 扰动 是 单个 句 具 脉冲 , 或 者 称 作 
N 波 (图 2.4), 结果 将 有 所 不 同 ， 其 讨论 如 下 : 

图 2.4(a) 给 出 了 一 个 N UR, 为 简便 起 见 , 我 们 只 讨论 它 的 一 半 。 在 1:=0 Bf, Dk 
冲 的 形状 是 4BC, 在 1 时刻 由 于 有 (2.1.13) 式 , 波形 上 的 各 点 传播 速度 不 同 ,， 因而 直 
fli AABC 变 成 A4 B'C( 图 2.4(b)), 显然 , 当 x 超 过 C 点 时 ,uw 与 x 的 关系 是 多 值 函 数 
AR, 故 AA B' C 的 波形 是 物理 上 不 能 实现 的 。 另 外 , 变形 过 程 又 要 满足 等 面积 的 
PER, 只 有 AADE 的 波形 能 够 满足 这 两 个 要 求 。 为 了 要 求 它 满足 等 面积 关系 ,有 


ACEF = ADB'F 


由 (2.1.13) 可 知 , B' 点 相对 C 点 移动 一 个 距离 为 puor 故 有 


(2.2.9) 


tan ZDAE =— 0 


lo + Baat 
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(c) 
图 2.4 N 波 的 演变 


I=AE 
于 是 三 角形 ADE 的 面积 等 于 


RECTE 
ADE OQ +a) 2 
或 者 
I= h Bat (2.2.10) 
b 
HT u= DE， 故 冲击 波 瞬 时 间断 面 的 振幅 为 
uo 
& Q2.11) 
Bugt 


E 
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这 时 波形 如 图 2.4(c) 所 示 。 

由 所 得 结果 可 知 , N 波 的 间断 面 振 幅 随时 间 的 衰减 是 ~~1/ Vt， 即 比 无 限 长 锯 
齿 波 列 慢 。 另 一 个 现象 是 1 > b, ED N 波 在 传播 过 程 中 不 像 无 限 锯齿 波 那样 ， 其 长 
度 越 拉 越 长 。 


23 贝 塞 尔 - 富 比 尼 解 所 


从 前 面 得 到 的 结果 可 以 知道 , 黎 曼 - 厄 恩 肖 解 因而 其 特定 形式 正弦 扰动 解 (2.2.2) 
是 精确 解 。 但 是 这 个 式 子 以 及 它 的 二 级 近似 下 的 解 (2.2.3) 都 是 以 泛 函 形式 出 现 , 使 
用 起 来 颇 不 方便 ， 下面 设 法 将 它 写成 显 函 数 形式 。 为 此 ,首先 将 (2.2.3) 式 写成 


“usa 人 erro<] (2.3.1) 
uo 


式 中 


o= Mal 2.3.2) 


式 中 , B 为 非 线性 系数 ,为 波 数 , Ma= uo Co 29 DR, o 为 以 冲击 波形 成 距离 (其 物 
理 意义 将 在 下 面 叙述 ) 为 尺度 的 距离 变量 ( 量 纲 为 一 距离 ) 这 样 就 可 以 改写 (2.3.1) 式 为 


wr=arcsin +-0 + (2.3.3) 
本 W 
现在 对 (2.3.3) 式 作 进一步 研究 。 为 此 , 令 
Wr=y 
" u 
arcsin — = y, 
uo 
- Z= 
L^] » 
以 及 
y=yrry2 


2.5 中 取 u/uo 为 横 坐 标 , yi 和 ys 分 别 为 两 个 函数 曲线 , (a), (0) (6)4 9E 0 <1, o 
=1 以 及 o >1 三 种 情况 的 图 示 ， 图 中 的 直线 都 是 y， = y RRE RA h 


线 , 它们 都 是 实 线 , 而 所 有 的 虚线 都 表示 y1 与 yy 的 和 。 显 然 , 当 0 «1 时 , y 不 出 现 
间断 ， 只 是 畸变 了 曲线 ， 当 a=1 时 , 冲击 波 刚 形成 , 因此, 通常 将 
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X, =(Mapky` (234) 


称 为 冲击 波形 成 距离 , 这 时 ， 曲 线 ABC 和 A'B'C 是 锯齿 形 的 ， 其 振幅 与 正弦 波 的 
振幅 相等 ， 当 o>1 时 , 虚 曲 线 ABC 和 A'B'C 是 多 值 的 ， 因 而 物理 上 可 实现 的 波形 
如 ADC 和 AD'C 所 示 。(2.3.4) 式 告诉 我 们 , X, 5 B, Mo 和 三 个 量 成 反比 ,， 即 对 于 
非 线 性 很 强 的 介质 来 说 ， 高 频 大 振幅 波 最 容易 形成 冲击 波 。 


yz y 


=arcsin ^. 
> i 


ss 


z|* 


图 2.5 波形 与 0 的 关系 
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现在 将 (2.3.1) 式 展 成 传 里 叶 级 数 ， 即 


== sore - Yo sinnøor (2.3.5) 
to uo n=1 
式 中 
5,-2 f sn or ot n mord(OT) (2.3.6) 
x u 
为 了 计算 Bu + 
@$=or+ Í + 
uo 
于 是 有 
SI sino 
uo 
或 
DBD=ortosing (2.3.7) 


根据 前 面 的 结果 可 知 , 只 要 在 o < 1 时 , or 是 p 的 单 值 函数 ， 当 o >1 时 , (2.3.7) 式 
就 不 是 一 个 单 值 变换 ,为 了 保证 (2.3.7) 式 的 变换 是 一 一 对 应 的 , 则 必须 要 o <1。 
将 (2.3.7) 式 代入 (2.3.6) 式 可 以 得 到 


B,= i [sint sinn - nosin@|d[@ — sin 9] 
利用 分 部 积分 可 得 
B,- E f cos(n® — nø sin $)dsin Ø 
将 (2.3.7) 式 代入 上 式 , 有 
B,- 3d 02 - [eosang -nøsin Dao] 


因为 n HERBA n>1, WERE rh 38 X808 SE, 利用 贝 塞 尔 函 数 和 积分 表 
达 式 
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i [cos — no sin x)dx = J,(no) (2.3.8) 
代入 上 式 最 终 得 到 
B, (0) - 2.0 (2.3.9) 
no 
代入 (2.3.5) 式 ， 有 
LR CU (2.3.10) 


uy Ono 


即 为 熟知 的 贝 塞 尔 - 富 比 尼 (Fubini) 解 。 由 上 述 推导 过 程 可 知 , (2.3.10) 式 仅 在 0<o<1 
范围 内 成 立 , (2.3.10) 式 告诉 我 们 ， 从 声 源 发 出 的 有 限 振幅 正弦 波 ,， 只 要 介质 的 非 
线性 系数 B80， 则 随 着 传扬 距离 的 增加 ,J,(no) 不 为 零 ,于 是 谐 波 成 分 逐渐 增长 ， 
基 波 成 为 逐渐 减 小 。 应 当 提 起 是 , (2.3.5) 式 是 在 (2.2.2) 式 中 取 了 小 马赫 数 近似 后 得 
到 的 。 在 这 个 式 子 中 , 由 于 wuo 是 wr 的 奇 函 数 ， 故 可 以 将 它 展 成 正弦 傅 里 叶 级 数 。 
如 果 不 取 近 似 ,， 即 从 (2.2.2) 式 出 发 , 这 时 wx / uo JE or 的 函数 是 非 奇 非 偶 的 , 它 的 傅 
里 叶 级 数 展开 应 包含 正弦 项 和 余弦 项 两 部 分 "n"%， 即 


1+ Ma - 2.3.11) 
Ug 


RP 


r=. c = BMakx (2.3.12) 


Z =sin@ (2.3.13) 
wo 


由 此 得 到 传 里 叶 系 数 
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1 pru 
A, zx Í a; nmn) 


lg. osin® OcosD 
=—| sin@cos| n Ø- 1- dð 2.3.14 
x i Ex M ens) a ee) f ) 


B, == |" sinnordlor) 
Tm ou, 


lm. £ csinó Oo cos 
-1 ("uno - ° 2.3.15 
zh sin ae ees) p) oS) 
而 富 比 尼 解 的 傅 里 叶 系 数 为 
Ba [eosp cos(n@ -ngsin DdD (2.3.16) 
nn 


由 (2.3.11) 式 可 知 ,如 果 A,=0, JU B, = 瓦 ， 即 为 富 比 尼 解 。 在 一 般 情 况 下 ， 要 对 
(2.3.15) 和 (2.3.16) 在 冲击 波形 成 以 前 的 情况 下 做 数值 计算 。 其 结果 表明 : 对 于 空 
A, B-1.4, Ma 和 0.2; 对 于 水 , 823.5, ?4 Ma<0.07 时 ,直到 四 阶 谐 波 , 富 比 尼 解 与 精 
确 解 差别 不 是 太 大 。 

当 21, 冲击 波形 成 , 展开 式 (2.3.10) 不 再 实用 ,而 必须 代 之 以 冲击 波 理论 和 
法 伊 (Fay) 解 ， 这些 问题 将 在 以 后 的 章节 中 详细 讨论 。 


24 特征 线 族 与 R-E 不 变量 及 其 应 用 


在 2.1 节 中 我 们 在 一 种 特殊 情况 下 定义 了 简单 波 ,， 即 假设 了 p=p(w), p=p(w) 等 ， 
或 者 说 , 这 些 量 之 间 只 要 通过 一 种 函数 变换 即 可 相互 表达 ， 即 w=u(p), ppp. 
将 这 些 关 系 代入 欧 拉 体 系 的 场 方程 组 ， 即 可 得 到 (2.1.9) 式 ~ (2.1.11) 式 , 历史 上 称 其 
为 黎 曼 解 。 由 于 厄 恩 肖 也 独立 地 得 到 这 些 结果 ， 故 本 书 将 称 它 为 黎 曼 - 厄 思 肖 解 
R-E 解 )。 解 中 含有 正 负 号 “+” 分别 代表 沿 正 反 两 个 方向 传播 的 简单 波 ,它们 是 
有 限 振幅 波 理论 中 两 个 “ 行 波 ”。 在 简单 波 理 论 中 已 经 隐 含 了 下 述 假设 ,， 即 流动 过 
程 是 等 烂 的 ， 因为 表示 式 p =p(p) 本 身 没有 将 炉 作 为 物 态 变量 。 在 第 3 章 中 将 会 看 
到 , 等 糖 过 程 的 假设 只 在 弱 冲 击 波 (或 弱 间断 ) 情 况 下 成 立 , 这 时 焙 的 变化 为 三 阶 量 。 

在 线性 波动 理论 中 , 通过 行 波 变换 , 将 波动 方程 变 成 可 解 形式 人们 得 到 了 
著名 的 达 朗 贝尔 解 


u(+)= f(x Ct) 
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它们 表示 了 沿 正 反 二 个 方向 传播 的 行 波 , 这 两 个 方向 取决 于 所 谓 特征 线 方程 


x 一 Ct= 常 数 
x+Cr= 常 数 


式 中 ，C 为 波 速 ,在 均匀 介质 中 , 它 为 常数 ,在 非 均 匀 介 质 中 它 与 坐标 有 关 ,， 故 有 
时 称 C 为 局 部 波 速 ， 以 强调 它 在 空间 的 可 变性 。 当 C 为 常数 , (2.4.1) 式 在 (x, 0 平面 
上 为 两 条 直线 , 如 果 将 它们 右 端的 “常数 ”作为 参数 ， 则 (2.4.1) 式 表示 了 两 族 直 
线 ; E C 与 坐标 有 关 ， 则 (2.4.1) 式 表示 的 是 两 族 曲线 。 波 动 问题 的 任何 解 都 可 用 达 
朗 贝尔 解 来 表达 , 这 相应 于 任何 扰动 的 传播 都 可 以 分 解 成 沿 特征 线 的 传播 的 登 加 ， 
特征 线 描写 传播 的 好 处 是 它 的 变量 不 是 :或 者 x, 而 是 x+Ct 即 所 谓 行 波 变量 , 它 
是 描述 波 传播 特性 较为 合适 的 变量 。 

在 非 线性 波 理论 中 , 如 非 线 性 声学 中 的 R-E 解 或 简单 波 解 中 , 特征 线 也 有 两 
族 ( 因 为 双 曲 型 方程 有 两 族 特征 线 )” "中 ， 它 们 被 (2.1.10) 式 决定 ， 即 


ðx ax) _ _ 
(F) suc, 回想 C 


x=(u+C)t+ f,(u) 
x=(u-C)t+ f_(u) 


(2.4.1) 


对 应 的 R-E 解 为 


(2.4.2) 


如 果 将 u 当 作 参 变量 ， 则 (2.4.1) 式 在 (x, bg 平面 内 表示 两 族 曲线 , 即 所 谓 特征 线 ， 
为 在 简单 波 中 声速 C-C(p, p), 故 C 只 是 u 函数 ,因而 (2.4.2) 式 中 的 线 族 的 确 以 u 
为 参 变量 。 在 u 固定 时 , 将 (2.4.2) 式 对 + 求 导 , 即 可 得 到 (2.1.10) 式 。 值 得 再 强调 一 
下 ,上 述 结 果 是 在 简单 波 假设 (2.1.3) 的 前 提 下 得 到 , 在 这 一 条 件 下 , 在 确定 的 特征 
RE u APER, FRIR EERIE AA E E A e 

在 等 烂 过程 中 , 我 们 引入 一 个 热力 学 量 


4= |a= [xr (2.4.3) 


将 这 个 关系 式 应 用 到 (2.1.1) 式 和 (2.1.2) 式 中 ,容易 得 到 


oe +u oi + 2 =0 
d ox dx (2.4.4) 
9 À ðu 


a. Race — 20 
a api^n: 
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将 (2.4.4) 式 中 的 两 个 式 子 相 加 和 相 减 可 以 分 别 得 到 


X. uroo 
s NE (2.4.5) 
ðt ox 
式 中 
J.,=u+4, J -u-A (2.4.6) 


称 为 两 个 黎 曼 - 厄 恩 肖 不 变量 ,或 简称 R-E 不 变量 ， 而 将 (2.4.3) 式 称 为 厄 恩 肖 关 系 
式 。 两 个 RE 不 变量 7， 和 J 在 各 自 的 特征 线 上 为 不 变量 , 在 各 自 的 特征 线 族 上 


ASER, 将 (2.4.6) 式 与 (2.1.9) 式 比较 可 知 ， 由 于 我 们 在 2.1 节 中 作 了 简单 波 假设 ， 
于 是 得 到 
u-tA (2.4.7) 
u= 4 h, 有 
J_=0 
(2.4.5) 式 中 只 存在 第 一 个 方程 , 第 二 个 为 恒等式 , 这 时 介质 中 只 有 简单 波 传播; 
另外 , 34 = —4 h, 有 
,=0 
(2.4.5) 式 中 只 存在 第 二 个 方程 ,第 一 个 是 恒等式 , 这 时 介质 中 只 有 简单 波 J 传播 。 
如 果 不 作 简 单 波 假设 , (2.4.7) 式 不 成 立 , 故 在 一 般 情况 下 , (2.4.5) 式 有 两 个 方程 ， 
介质 中 有 两 个 波 传播 , 它们 用 相应 的 参 变量 J, MJ 来 描写 , 因此 R-E 不 变量 也 
可 称 为 R-E 参 变量 。 显 然 


= A 2.4. 
"732 2 (958) 


如 果 初 始 扰动 为 正弦 波 , 由 于 u 为 两 个 正 反方 向 的 “ 行 波 ” 相 加 , 于 是 便 有 “ 驻 
波 ” 的 形式 ,因此 黎 曼 - 厄 恩 肖 广义 理论 可 以 研究 一 维 有 界 空间 的 有 限 振幅 波 的 
问题 。 

到 目前 为 止 , 我 们 讨论 了 简单 波 的 波 速 , 对 于 理想 气体 的 绝热 过 程 其 局 部 声 
速 由 (2.1.12) 式 决定 。 

对 于 理想 气体 , 如 果 有 限 振幅 波 的 局 部 声速 为 C， 从 (2.4.3) 式 很 易 得 到 
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4= -2 c-o) (2.4.9) 
f- 


因此 , 不 变量 J, 的 特征 速度 为 u+C, 即 


u+C=u+C, (Ela. eL, -Z1 (2.4.10) 


可 


理 对 于 J_ 的 特征 速度 为 


a-C-u-G, Ela (e -Zilu 1t) (2.4.11) 
上 述 结果 表明 , 4J, = 0 或 /_ = 0 时 , 它们 退化 为 简单 波 的 情况 , 在 一 般 情况 下 ， 
Je J. 不 恒 为 零 , 也 不 一 定 相等 , 但 是 它们 在 自己 的 特征 线 族 上 为 参 变量 。 由 此 可 
JL, R-E 不 变量 的 的 特征 速度 (在 一 般 情况 下 ) 不 同 于 R-E 简单 波 的 特征 速度 ， 只 有 
在 J ,=0 或 /_ =0 时 , 两 者 才 相等 。 
对 于 理想 气体 的 等 粹 过 程 ， 由 (2.4.4) 式 可 得 


(zJ. usce ru A 


=C,+ ni, -E3, 
à (2.4.12) 
(8). su-C=-G, +u -214 
=G E HEEL, 
4 4 
对 上 式 积分 
xe aee ero. x2 | 并 cpdr 
i š de (2.4.13) 
" a 
xe Hh. Je x e. x. IET 


J -const. 


AH, f RI g(J) 为 任意 函数 , 或 者 改写 为 
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a -= ] RL (2.4.14) 


xh, F, G 为 其 宗 量 的 任意 函数 , (2.4.14) 式 表示 黎 曼 - 厄 恩 肖 广 义 解 ， 当 u = RA, 
它们 分 别 退 化 为 简单 波 解 。 对 于 同一 个 声 源 , F, G 为 沿 不 同 特征 线 传播 的 两 个 波 。 
如 果 声 源 是 正弦 波源 , u=Asin wt， 则 有 


aXx- X.) 
C + 381.60 


aXx- X) 


J, Gt) = Josin| @t— 1 E 
Co 7581. 0.0 


J (xt) = J ,sin| ot 


两 端 封闭 的 硬 壁 驻 波 管 
u(0, ) = u(L, t) =0 (2.4.15) 
式 中 , 工 为 管 长 。 于 是 有 


u-lg, +J_)= Asin4 @t— i [x — X, (x,t)] 
2 [^^ *381, 040 


(2.4.16) 


+ BsinJ wi+ — o+ X. (,0] 
C, 7581. 0.0 


将 两 端的 边界 条 件 代 入 上 式 , 便 得 到 一 个 关于 Jo+ 和 Jo- 的 齐 次 方程 组 ,其 解 满足 


w š 
Sin 4 Qt ——— — — —— X , (0,t) rsiny @t+ 


1 [L+ X (L0) 
G * 551,0, 


Co -067Cn 


w 


=sin EEE ETEEN 
C+ 3815) 


[L—X,(L,n)]rsiny oot X (0,7) 


C, -1810D 


(2.4.17) 
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由 方程 (2.4.6) 和 边界 条 件 (2.4.15) 得 到 
J.(0,)=-J_(,r)=4(0,), J.(L,) 9 -J (0) = A(L,t) (2.4.18) 
再 由 方程 (2.4.13) 于 是 有 


xDO=- f ood=22 aopa 
J. (0,r)=const. A(0.r)=const. 
= X_(0,t) 
(2.4.19) 
y-3 
X,(Lt) - x (L= — Í A(L,t)dt 
4 A(Lay=const. 
将 这 些 关 系 代入 (2.4.17), 得 
š o y-3 
sin e Hier Í Ls 
Co 十 ^ «00 ACL.t)econst 
(2.420) 
N 四 y-3 
= sin4t- — — ————|L-4—- A(L,t)dr 
& ul 4 UN | 
显然 ,如 果 
oL 
— =n, nzl2,- 
Gi «Ian 
4 
或 
co au]. h -QInM. n-12, Q.421) 


时 ， 则 方程 (2.4.20) 成 立 , 即 (2.4.21) 式 是 方程 (2.4.20) 的 解 。 式 中 4 为 声波 波长 ，Po 
为 理想 驻 波 管 的 小 振幅 波 的 共振 长 度 。 对 于 理想 气体 的 等 烂 过 程 ， 有 


152: 非 线 性 声学 


n 

I 

L=L, D 的 "siik, (2422) 
3 


式 中 , po 为 大 气压 力 , p (L) 为 在 x=L 处 的 全 部 压力 。 这 个 结果 表明 ， 有 限 振幅 硬 
壁 驻 波 管 的 共振 长 度 长 于 小 振幅 情况 下 的 共振 长 度 。 如 声 压 为 160dB (参考 级 为 
20 pPa) 时 , L/Lo = 1.002; 声 压 为 174 dB, L/Lo = 1.009, 4 y=1.4, 这 一 结果 表明 , 尽 
管 长 度 修正 量 很 小 , 但 当 系 统 的 Q 值 很 高 时 ,如果 长 度 不 匹配 ， 则 系统 不 共振 ,这 


[9] 


[10] 
uj 
12] 
113] 
114] 


对 于 某 些 实际 场合 的 应 用 是 需要 考虑 的 "4。 
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第 3 章 冲击 波 


第 2 章 的 结果 告诉 我 们 , 理想 流体 中 的 有 限 振幅 正弦 波 传播 到 021 的 距离 后 ， 
就 会 形成 冲击 波 , 在 这 种 情况 下 , 不 能 应 用 贝 塞 尔 - 富 比 尼 解 。 当 然 , 绝对 的 理想 流体 
在 自然 界 是 不 存在 的 ,只 是 当 声 雷诺 数 Re 较 大 时 ， 从 (1.8.4) 式 可 以 看 出 , 运动 的 非 线 
性 效应 大 大 地 超过 了 人 小 振幅 耗 散 效应 。 事 实 上 ， 由 于 非 线性 效应 ， 一 部 分 基 波 能 量 转 
移 到 谐 波及 其 他 频率 的 波 的 成 分 上 去 ， 从 而 使 基 波 遭 到 有 限 振幅 的 附加 衰减 。 另 外 ， 
要 想 使 谱 波 在 Re>>1 的 情况 下 有 积累 , 还 必须 满足 下 述 条 件 , 即 由 于 非 线性 效应 产生 
的 谐 波 增加 远大 于 由 于 谐 波 衰 减 所 引起 的 谐 波 减少 , 这 才 有 可 能 使 谐 波 有 “积蓄 ”从 
而 有 可 能 产生 陡峭 的 冲击 波 。 如 果 Re 之 1， 则 两 种 效应 可 以 比较 , 因此 谐 波 积累 得 很 
缓慢 , 在 这 种 情况 即使 能 形成 冲击 波 ,其 波 阵 面 亦 不 陡峭 。 当 Re<1 时 , 谐 波 没有 积 
累 , 因而 形 不 成 冲击 波 。 在 本 章 范 围 内 , 只 讨论 能 够 形成 冲击 波 的 情况 。 

涉及 冲击 波 传播 特性 的 研究 有 两 个 内 容 需 要 介绍 ， 第 一 个 内 容 是 将 实际 的 无 频 
散 非 线 性 方程 组 化 成 伯 格 斯 (Burgers) 方 程 , 再 用 霍 普 (Hopf)- 科 尔 (Cole) 变 换 进一步 化 
为 热传导 型 方程 求解 ,因为 后 一 方程 的 解 在 数学 物理 方程 中 是 熟知 的 ; 第 二 个 内 容 是 
将 冲击 波 波形 理想 化 为 陡峭 的 锯齿 波形 , 在 陡峭 面 两 侧 应 用 质量 、 动量 和 能 量 守恒 条 
件 , 即 所 谓 兰 金 - 于 戈 尼 奥 理论 , 下 面 先 讨论 后 一 种 理论 , 而 前 一 种 方法 留待 第 4 章 讨 
论 。 


3.1 间断 面 的 连接 条 件 一 一 兰 金 - 于 戈 尼 奥 关系 "” 


这 里 将 冲击 波 面 当 作 严 格 的 锯齿 波形 , 即 形成 理想 的 间断 面 ， 当 然 , 这 种 间断 面 
在 实际 上 固然 不 存在 , 即使 存在 , 它 在 理论 上 也 是 不 能 成 立 的 。 因 为 任何 一 个 物理 量 
若 在 时 间 轴 上 或 空间 轴 上 出 现 第 一 类 间断 点 ( 即 间断 量 为 有 限量 的 间断 点 ) 则 它 对 时 
间或 空间 的 变化 率 (导数 ) 将 为 无 限 大 量 。 亦 即 是 说 , 其 导数 不 存在 , 于 是 在 间断 面 附 
Xr, 与 问题 有 关 的 微分 方程 (如 运动 方程 ,连续 性 方程 等 就 不 成 立 , 因为 它们 是 在 一 
切 物理 量 及 其 导数 都 存在 的 条 件 下 推导 出 来 的 。 但 对 于 实际 介质 来 说 , EER 
或 热传导 等 耗 散 过程 , 在 3.4 节 将 表明 ， 如果 介质 不 是 理想 的 , 这 时 的 冲击 波 阵 面 
将 有 一 定 厚度 ,尽管 这 一 厚度 只 是 介质 分 子平 均 自由 程 的 量 级 ， 只 要 它 不 为 零 ， 
则 一 切 有 关 物 理 量 及 其 导数 就 有 了 定义 。 另 外 , 由 于 分 子 自由 程 与 声波 波长 比较 
可 以 忽略 不 计 ， 因 此 可 以 近似 地 认为 它 是 间断 面 ,因而 兰 金 -于 戈 尼 奥 关 系 的 假设 
前 提 是 近似 成 立 的 。 
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假设 介质 中 存在 一 个 稳定 的 间断 面 , 在 该 面 的 两 侧 ， 质 点 速度 、 密 度 和 压力 等 物 
理 量 有 跳跃 ,而 且 这 种 间断 面 也 以 一 定 的 速度 相对 于 静止 坐标 系 运 动 (如 无 限 延伸 的 
锯齿 波 间 断面 即 是 以 小 振幅 声速 Co 传播 ) 我 们 将 坐标 系 取 在 间断 面 上 ， 即 在 这 个 坐 
标 系 中 , 间断 面 是 静止 的 。 为 简单 起 见 , 仅 讨论 所 谓 正 冲击 波 ， 即 认为 流体 运动 的 方 
向 垂直 于 间断 面 (否则 称 为 斜 冲击 波 ， 这 里 不 讨论 ), 于 是 u 的 方向 垂直 于 该 面 , 不 管 
流体 质点 如 何 运 动 ,该 面 上 的 质量 流 必须 连续 , 即 


piu = pu» (3.1.1) 


AP, 下 标号 “1” 和 “2” 的 量 分 别 为 间断 面 两 侧 的 物理 量 。 此 外 ， 由 动量 流 和 能 
量 流连 续 分 别 得 到 


P + pu? = P, + pul 6.1.2) 


2 ul 
sa) (n) 


由 (3.1.1) 式 , 上 式 可 简化 为 


以 及 


2 
H, +—=HB, pes (3.1.3) 


式 中 , H ARRERA, 从 (3.1.1) 式 和 (3.1.2) 式 中 解 出 u, uo 代入 (3.1.3) 式 ， 
得 到 


1f1 1 
ee (3.1.4) 


(3.1.0 式 ~(3.1.3) 式 称 为 兰 金 -于 戈 尼 奥 关系 (R-H 关系 ), 它 描写 了 在 间断 面 两 侧 热 
力学 量 值 之 间 的 关系 ， 下 面 我 们 将 应 用 这 一 关系 来 研究 间断 面 两 侧 的 炳 跳跃 和 压 
力 跳 跃 之 间 的 关系 ,从 而 研究 冲击 绝热 条 件 。 

我 们 假设 某 物 理 量 在 间断 面 的 跳跃 比 它 的 平衡 量 小 , 即 


Pi- P2< Po 
Si- S2< So 
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B-P, 
A4, = 2 

S, — S. 
4, =>. 2 
fous 


将 (3.1.4) 式 展 成 4p, 4s 的 级 数 , 于 是 有 


on 1(9?H 
H,-H,- ED 
pm 所 RE e 


i($H) , p i(9H) p 
... £ + ... 
ban e 2 


由 (1.9.4) 式 可 知 
PEOR 
94, Js 9P Js Pr 
oH a fı 

«eG 

El E P) s pap, 
aH aH 
(a) -5 (9), 7 

于 是 有 


P. I ü 
n a Ate 
6 | ƏP lp lors. 
S2(oT) a 
*T,S,4; (a 十 … 
同 理 , 根据 类 似 的 热力 学 关系 容易 得 到 


x $$ < 
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2 
hed hta H EAE J| pa 
Pp P, P P P, P, (4P) 94P\P 


3 (1 4 ape (1) z... 
Ea DE 


以 及 


再 由 (1.9.15) 式 , 有 
d (1)| _s(ə9z) _  (əT) _ ç Te, 
[2 (3). JI (35), pc 


式 中 , a 是 标号 为 “2” 这 一 侧 的 膨胀 系数 , Cm 为 这 一 侧 的 定 压 比 热 。 将 这 些 展开 
式 代 入 (3.1.4) 式 , 可 以 得 到 


Pla 
T,S,A, 04,4) =R a ps 


式 中 , 等 号 左 端 第 二 项 为 4s4p 的 乘积 项 ， 从 这 个 式 子 的 左右 端 比较 可 知 , 4s 为 三 阶 
小 量 ,因为 右 端 是 三 阶 小 量 , 于 是 可 以 知道 4s4p 为 四 阶 小 量 ， 从 而 将 它 略 去 , 这 样 
就 能 够 得 出 冲击 波 间 断面 两 侧 粹 跳跃 与 压力 跳跃 的 关系 ， 即 


2 
S - S; l| 37[l (B - P, (3.1.5) 
127, | 3P? V p m 


这 一 重要 结果 告诉 我 们 , SnIR(PL-P2)3e Pr BERI, WAKEN, 故 
在 弱 间断 (Pi-P 很 小 ) 的 情况 下 , 就 可 以 近似 认为 声学 过 程 是 绝热 的 , 但 对 于 跳跃 
量 很 大 的 冲击 波 ( 强 冲击 波 ), 间断 面 两 侧 的 炳 跳跃 的 增加 是 非常 快 的 ,最终 将 使 
得 绝热 过 程 的 近似 不 再 成 立 。 
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3.2 ”冲击 波 的 形成 距离 


在 (2.3.2) 式 中 , 我 们 定义 了 平面 正弦 波 的 冲击 波形 成 距离 , 这 里 进一步 用 几 
何 图 形 来 导出 这 个 结果 。 

设 在 1:=0 时 刻 , 任意 波形 (图 3.1) 上 两 点 的 坐标 之 差 为 ax， 这 两 点 相应 的 质点 
速度 差 为 ðu, TE r 时 刻 ， 这 个 波形 向 前 传播 ， 由 于 各 点 的 质点 速度 不 同 ， 故 相应 的 
传播 速度 也 不 同 ,于 是 这 两 个 点 的 坐标 差 由 x 变 为 ax ， 从 (2.1.13) 式 可 知 , 这 两 
个 点 的 传播 速度 差 为 Bou, 忽略 Su 和 Gu" 的 差别 , 于 是 有 


Bx =öx — füu * t (32.1) 


上 式 右 端 取 减 号 是 因为 ,冲击波 是 在 速度 值 大 的 点 追 上 速度 值 小 的 点 的 条 件 下 形 
成 的 , 故 x 5j Su 反 号 。 当 冲击 波形 成 时 ,出现 陡峭 的 间断 面 ， 这 意味 着 ax = 0, + 
这 时 的 := tm 从 (3.2.1) 式 可 以 得 到 


PR VE 8.2.2) 


>) 

à). 

式 中 ， (3) 的 下 标 m 为 最 大 值 的 意思 , n 为 形成 冲击 波 所 需要 的 最 短 时 间 ,对 于 
ERHI u = uosin(or-kO, 的 = uk, 故 正弦 波 的 冲击 波形 成 距离 是 


(3.2.3) 


图 3.1 任意 波形 上 两 点 的 u 与 x 的 关系 图 
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这 与 (2.3.2) 式 的 结果 完全 一 致 ,这 里 的 正弦 波 是 连续 波 , 间断 面 的 传播 速度 为 Co。 
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根据 以 前 的 讨论 可 知 , 当 021 时 ,简单 波 在 传播 过 程 中 发 展 为 冲击 波 ,冲击 
波 一 旦 形成 之 后 , 有 两 个 问题 需要 考虑 : 第 一 ， 形 成 冲击 波 之 后 , ERIS ROSE 
形 的 导数 如 弛 ,2 等 ] 直 向 无 限 大 ， 因而 在 此 邻 域内 伴随 着 很 大 的 耗 散 ， 第 二 ， 
由 于 在 间断 面 上 某 些 物理 量 有 跃 变 ， 使 得 从 后 面 追 上 来 的 波 在 这 里 产生 反射 ， 致 
使 简单 波 假设 不 能 成 立 ， 从 而 破坏 了 黎 曼 - 厄 轧 首 解 可 以 应 用 的 前 提 。 因 此 ,尽管 
这 个 解 是 严格 解 ， 由 于 它 是 在 假设 (2.1.3) 的 基础 上 得 到 的 , 故 其 实际 有 效应 用 范 
是 c<1, 在 二 级 近似 下 , 它 是 贝 塞 尔 - 富 比 尼 解 , Teo LM, 在 间断 面 两 侧 物理 
量 之 间 的 关系 服从 R-H 关系 , 剩 下 来 的 任务 是 怎样 才能 知道 远离 间断 面 的 地 方 的 
运动 情况 。 当 然 ,解决 这 个 问题 最 严 说 的 方法 是 通过 行 波 变换 将 方程 组 化 为 伯 格 
斯 方程 求解 ， 这样 做 的 缺点 是 数学 上 比较 宛 长 ， 将 把 它 放 到 第 4 章 去 讨论 ， 本 章 先 
研究 所 谓 弱 冲 击 波 理论 。 

当 Ma 很 小 , 如 小 于 0.1 时 ， 可 以 近似 地 认为 间断 面 上 的 反射 很 小 从 而 可 以 
midst, 于 是 在 间断 面 以 外 的 波形 连续 部 分 , 可 以 用 简单 波 的 解 来 近似 , 而 在 间 
断面 附近 , 则 采用 R-H 连接 关系 。 此 外 , 在 传播 过 程 中 仍旧 是 避免 产生 多 值 波形 , 
这 就 间接 考虑 了 衰减 的 影响 。 上 述 这 些 观点 即 为 弱 冲 击 波 理论 的 出 发 点 。 

设 冲 击 波形 成 的 时 刻 和 地 点 分 别 用 和 元 表 示 , 则 在 以 后 的 上 时 刻 它 传播 到 x 
点 , 于 是 有 


2r [a (3.3.1) 


式 中 , Us 为 间断 面相 对 于 固定 坐标 系 的 运动 速度 ， 下 面 仅 考虑 向 一 个 方向 传播 的 
波 。 从 (2.2.6) 式 可 以 知道 U,, 并 将 它 代 入 上 式 , 准确 到 二 阶 量 可 得 


ú= 


1 af? 
756 ? fas +u,)dx (3.3.2) 
或 者 


BC? (u, +u,) 6.33) 
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另 一 方面 , 从 (2.1.11) 式 可 知 , 在 二 级 近似 下 , 简单 波 的 一 般 形式 可 表 为 


"== + Acha] (3.3.4) 
或 者 写成 
t =D (u) - BCy xu (3.3.5) 
因而 在 间断 面 的 两 侧 邻 域 分 别 为 
K =D (u, )- C3 xu, (3.3.6) 
t, = 7 (u,) - BCy xu; (3.3.7) 


将 (3.3.3) 式 与 (2.1.10) 式 比较 可 见 ， 如 果 应 用 (2.1.14) 式 并 取 二 级 近似 ， 只 要 将 简单 
波 解 中 的 4 代 之 以 了 (at) 即 可 以 得 到 弱 冲 击 波 的 理论 结果 。 


从 (3.3.6) 式 、(3.3.7) 式 以 及 (3.3.2) 式 或 者 (3.3.3) 式 可 以 解 出 ,wu, uz， 因而 可 以 
求 出 在 t 时 刻 间断 面 的 位 置 和 该 面 两 侧 的 质点 速度 值 ， 这 几 个 式 子 就 构成 了 弱 冲 
击 波 理论 的 数学 公式 , 下 面 举 几 个 例子 来 说 明 这 个 理论 的 应 用 。 

例 1 N 波 

与 无 限 延伸 的 锯齿 波 不 同 ,N 波 是 一 种 只 有 单个 周期 的 锯齿 脉冲 冲击 波 ,也许 
是 由 于 其 形状 有 点 像 大 写 英文 字母 N, 故 称 为 N 波 。 显 然 , N 波 与 无 限 锯齿 波 的 区 
别 除 了 上 述 的 周期 数目 之 外 , 还 有 间断 面 的 跳跃 度 的 不 同 , 后 者 的 跳跃 量 是 前 者 
的 二 倍 , 即 后 者 是 从 -uo 到 uo, 而 前 者 却 不 然 , 如 它 从 0 到 -uo( 在 :>0 时 ), 由 (2.2.6) 
式 可 知 , 后 者 的 间断 面 传 播 速度 Co 是 常数 , 而 前 者 则 不 是 常数 ， 由 此 可 见 , 不 像 
无 限 锯齿 波 , N 波 的 两 个 间断 面 之 间距 离 随 着 传播 过 程 而 变化 ( 拉 长 )。 

设 在 x=0 处 有 一 个 初始 扰动 ,其 时 间 波 形 是 : 除了 在 := ef 时 形成 间断 面 以 
外 , 其 他 时 刻 速 度 与 时 间 的 关系 为 (图 3.2) 
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(b) 
图 3.2 N 波 的 演变 


u(0,) = wz 3.8) 
LIE 
-t«t«t 

式 中 , 7 为 冲击 波 的 形成 时 刻 ， 当 x>0 处 ， 质 点 速度 为 

ua, ge E 6.39) 
因为 假设 不 在 间断 面 处 , 简单 波 理论 是 可 以 应 用 的 ， 从 (3.3.4) 式 可 知 ， 当 8 = 0( 线 
性 声学 ), 波 的 “ 行 波 ” 变 最为 (=: 去-， 因此 , 在 非 线性 问题 中 的 “ 行 波 ”( 简 单 
波 ) 变 量 应 为 (在 二 级 近似 下 ) 

p= "Cy XDP) 

将 (3.3.9) 式 代入 上 式 解 之 , 得 到 


x E 
l+bx 


9 
式 中 
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= 
0 


b= P^. Bak (3.3.10) 
C 
再 将 1 的 表达 式 代 入 (3.3.9) 式 , 得 到 


9) 2 (p) - 4o — 
u(x,g) = @(@) Ti 


68.3.11) 


- << 
我 们 现在 研究 图 3.2(b) 中 的 间断 面 , 显然 , 这 时 ui 2e0, = 0, 应 用 (3.3.3) 式 和 
(3.3.11) 式 , 容易 得 到 
E 
dr l+bx 


将 它 对 积分 一 次 得 到 
tT bx) (3.3.12) 


在 得 到 上 式 时 , 应 用 了 边界 条 件 : x= 0， 改 =t， 从 而 定 出 积分 常数 。 将 (3.3.12) 式 代 
入 (3.3.11) 式 , 考虑 到 1'=t; 时 , w= wu, 于 是 得 到 


X (3.3.13) 


EPES. R 
(bx)? 


由 最 后 得 到 的 两 个 式 子 可 以 清楚 地 看 到 ， 当 x 很 大 时 随 着 传播 距离 的 增 大 , N 波 的 
间断 幅度 随 x"? 的 规律 衰减 ， 脉冲 的 宽度 则 按 x 的 增 大 而 拉 长 。 当 x-Cor Bf, 结 
果 与 (2.2.10) 式 和 (2.2.11) 式 完全 相同 ， 这 一 点 也 说 明 弱 冲击 波 理论 处 理 这 一 问题 的 
可 行 性 。 
例 2 由 正弦 波 发 展 起 来 的 锯齿 波 。 
当 声 源 做 正弦 振动 时 , 介质 中 有 限 振幅 波 的 黎 曼 - 厄 恩 肖 解 为 
u = uosin® 
@ = wt-kx+osin® = y+osin® 
令 
£- U, ot-kx-y 
Mo 


代入 上 式 得 到 
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y= @- osin@ = arcsin U-oU (3.3.14) 
根据 弱 冲 击 理论 得 到 
dy __1 
do z% +U; (3.3.15) 
y, 7 arcsinU, — GU, (3.3.16) 
y,2 = arcsinU, — oU, (3.3.17) 


因为 在 间断 面 上 ,Ui = -U2， 由 (3.3.15) 式 可 知 ， 其 右 端 为 零 ， 故 ys 不 随 距 离 变 化 ， 
即 相 邻 间 断面 之 间 的 距离 在 传播 过 程 中 保持 常数 。 由 于 波形 是 无 限 延伸 的 周期 重 
复 , 故 只 要 讨论 一 段 (一 个 周期 ) 就 够 了 ,如 讨论 -x <y< zx, 并 选取 某 个 间断 面 所 在 
的 点 为 坐标 原点 , 即 取 y=0, 于 是 有 

U, = sin (GU) (3.3.18) 


为 了 研究 上 式 的 解 , $ oU =x, 代入 (3.3.18) 式 得 
A EE 
o 
由 这 个 式 子 可 知 , 21 时 才 有 解 。 用 作 图 法 求 根 ， 即 令 
yi= sin x, »-ls 
图 3.3 表 示 了 作 图 求 根 法 的 图 形 ， 图 中 yi 是 正弦 曲线 , 六 是 直线 ， 后 者 的 斜率 为 /a， 
c 越 大 , 则 斜率 越 小 ,两 条 曲线 的 交点 即 为 方程 (3.3.18) 的 根 。 图 3.3 表明 , 它 有 两 


个 根 , 一 个 是 x=x1=0, AEn 23 0» 1 时 ,x 越 来 越 接近 于 x, 即 当 o>> 1 
时 , cU i= n, 于 是 可 以 令 


y=sine 


图 3.3” 作 图 求 根 
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cU, -x-ó 

à 为 小 量 ,代入 (3.3.18) 式 可 得 
Ui=sin(r-D)=sin5=5 

于 是 有 


x 


=— 3.3.19: 
1-6 f d 


U, 


由 此 可 见 ， 当 正弦 波 已 经 充分 发 展 为 成 熟 的 锯齿 波 之 后 ,其 间断 幅度 随 距离 的 衰 
减 关系 服从 (3.3.19) 式 ， 这 与 第 2 章 的 结果 完全 一 致 。 
值得 再 提 一 下 , (3.3.19) 式 只 是 在 c> 1 时 成 立 , 当 o>1 的 一 般 情形 时 , 利用 


Ej) 
x 
代入 (3.3.18) 式 可 得 


fa 
cU, =j (3) (3.3.20) 
式 中 ，j, (9) 为 零 阶 球 贝 塞 尔 函 数 ，j 这 (表示 与 它 对 应 的 反 函 数 ,借助 于 贝 塞 尔 函 
AR, 利用 (3.3.20) 式 可 以 做 出 忆 与 的 曲线 ,从 而 得 到 冲击 波 间断 幅度 U, 与 距离 
的 关系 , 图 3.4 描 出 了 这 条 曲线 ( 实 线 ), 为 了 比较 , 近似 式 (3.3.19)U 与 的 关系 也 


作 在 图 上 (虚线 )。 两 条 曲线 比较 可 知 ， 当 023.6 时 ， 使 用 (3.3.19) 式 所 带 来 的 误差 不 
会 超过 2%。 


图 3.4 Ul 与 o 的 关系 
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34 冲击 波 的 宽度 所 


从 上 面 的 讨论 可 知 , 冲击 波 理论 简明 扼要 ， 很 易 得 出 结果 ,但 该 理论 假设 冲 
击 波 具有 一 个 跳跃 的 间断 面 ， 即 认为 间断 面 是 一 个 无 限 陡峭 的 面 ， 这 种 假设 只 有 
在 理想 介质 中 才能 成 立 。 但 实际 上 介质 总 是 存在 能 量 耗 散 ， 致 使 这 种 间断 面 不 可 
能 很 陡峭 , 亦 即 是 某 物理 量 产 生 一 个 有 限 的 变化 不 是 发 生 在 一 个 面 上 , 而 是 发 生 
在 一 个 薄 层 之 内 ,这 个 层 的 厚度 亦 称 为 冲击 波 间断 层 的 厚度 。 

由 于 实际 介质 的 间断 面 实 为 一 个 间断 层 ,因此 , R-H 关系 必须 重新 讨论 。 在 本 
章 开始 部 分 , 根据 间断 面 两 侧 的 流体 在 跨 过 这 个 面 时 它 的 质量 、 动 量 及 能 量 要 守 
T8, 而 对 于 实际 介质 来 说 ,应 改 为 穿 过 间断 层 的 质量 流 、 冲 量 流 及 能 量 流 都 要 连接 ， 
根据 这 个 原则 , 可 以 将 间断 面 两 侧 的 R-H 关系 推广 到 间断 层 的 两 侧 。 

对 于 质量 流 来 说 ,两 者 的 形式 相同 ,因为 介质 的 耗 散 不 直接 影响 质量 流 。 如 果 
用 字母 / 表示 质量 流 , 则 有 


j=pu= 常数 (4.1) 


这 个 式 子 实 为 (3.1.1) 式 在 间断 层 两 侧 的 改写 。 对 于 冲 量 流 的 形式 则 有 所 更 动 ， 因 为 
必须 考虑 黏 滞 应 力 的 影响 。 由 (1.4.6) 式 可 知 ， 黏 滞 应 力 可 表 为 


du 
Que u ) E 
于 是 冲 量 流 守恒 可 以 写成 
Papi Qui) = iA 
AP, p 为 介质 密度 , u 为 垂直 于 间断 层 的 速度 , y 和 人 分别 为 介质 的 第 一 和 第 二 黏 


WRA, P 为 压力 , 用 r 表 示 比 容 , 即 密度 的 倒数 ， 于 是 有 u=jr， 由 于 在 层 上 大 常数 ， 
故 有 


于 是 冲 量 流 守恒 方程 可 以 改写 为 


P+ je- jQu eu) = 038 
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在 离间 断层 很 远 的 地 方 , 热力 学 量 和 声学 量 几 乎 与 x 无 关 , 如 在 冲击 波 的 前 方 较 
远 处 (这 里 的 物理 量 用 下 标 “1” 表 示 )， z =0, 将 这 个 结果 代入 上 式 , 可 以 定 出 
其 右 端的 常数 等 于 Pitjn,, 于 是 上 式 可 写 为 


P-R+ fr- -p+ A =0 G.42) 


关于 能 量 流 守恒 可 以 这 样 来 考虑 ,热传导 引起 的 能 量 流 为 


dT 
ue 
dx 
黏 滞 摩 擦 引起 的 能 量 流 为 
"Quei yu 
于 是 能 量 流 守恒 关系 可 表示 为 
Ad 人 全 Qu unu -rZ = 常数 


式 中 ，K 为 热传导 系数 ，T 为 绝对 温度 ， eii oA Gu e 
最 终 上 式 可 以 写 为 


H eL P - Que uy E ES palja 843) 
J 


下 面 只 讨论 跃 变 量 很 小 的 冲击 波 ,， 即 弱 冲 击 波 , 这 时 层 内 外 的 差 值 与 平衡 值 比较 
很 小 , 即 r- c, P- PiE to, Po 比较 很 小 , 故 可 展开 


dr 2 
r-t = (5), (P-R)+—!| dos), (P- B) (E z) 6- S) 


上 式 各 个 展开 系数 分 别 是 在 5=51, P=P, 处 取 值 , 将 这 个 结果 代入 (3.4.2) 式 , 容易 得 


到 
2 2 z) jG- 
«G5; e- p)+} zÍ (ss (P-P) E L/S S) 


dr 
=(2 je. 
Qut ijj 
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ee (85) 2 (35) z.z) dP 

dx (3P); dx (ƏS), dx VP), dx 

为 是 弱 冲 击 波 ， MELRPUAWERLEAMN NETRA, 将 这 个 关系 代入 
前 一 式 子 , 可 以 得 到 


9c or 2 (9t -sp 
RE BE Je- 只) 二 二 A5], (P-R) (5,6 SDJ 


A[9r) dp, 
=(2 CEDE 
222631 à 


(3.44) 


Riz cen) 乘 以 3.42) 式 得 到 - -个 方程 式 , 然后 再 由 (3.4.3) 式 中 减 去 这 个 式 子 , 便 
有 


H- HBP ñXr+r)-T Qu + z - mi- rT. 0 
j 


在 弱 冲击 波 的 情况 下 , e z) 是 一 阶 小 量 ,于 是 


式 中 , ó 为 间断 层 厚 度 的 量 级 ， 下 面 将 可 看 到 , 在 跃 变 很 小 的 情况 下 , 67 是 一 阶 小 
Ls iT SRM 于 是 上 式 中 的 第 三 项 是 三 阶 小 量 , 可 以 将 它 略 去 , 这样 上 
式 可 以 写成 


1 KdT 
H-H, AAO i 

在 上 式 中 如 果 使 = 0, 即 可 化 为 (3.1.4) 式 。 将 此 式 按 (P-P), (75) 7T, 类似 于 

前 面 (3.1.4) 式 和 (3.1.5) 式 之 间 的 计算 过 程 ， 准 确 到 二 阶 量 ， 上 式 可 以 简化 为 


K(ə9T) dP 
T(S-S,)= x) < (3.4.5) 


将 (3.4.5) 式 代入 (3.4.4) 式 , 于 是 有 
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a aypa fot) | 
zÍ (5) € L3) SEER (P-P) 
-[_=(əz) (ər MARCS 
-| (s=) 5, rou 器] H8 (3.4.6) 


式 中 , 左 端 为 已 的 二 次 三 项 式 , 在 弱 冲 击 波 的 情况 下 ,在 远离 间断 层 的 地 方 , 已 经 
fit E epit, 因此 , 在 这 些 地 方 (3.4.6) 式 右 端 趋 于 零 , 要 想 使 左 端 亦 为 零 ， 
则 左 端 必须 有 下 述 形式 , 即 


HE) 
=| — | (P-PXP-P,) 


式 中 , Pi 和 Ps 是 使 (3.4.6) 式 左 端 为 零 的 两 个 根 ， 系 数 


lp{ 2 
27 (ar ), 
是 根据 (3.4.6) 式 定 出 来 的 ， 下 面 将 可 以 看 出 , P 和 书 近 似 地 为 间断 层 两 侧 的 压力 。 


现在 回 到 (3.4.6) 式 ,显然 它 的 左 端 仍 可 用 上 述 分 解 因子 的 形式 表示 ,而 它 的 右 端 
仍 为 原 式 的 右 端 , 即 


1 fa (à) - 的 (z) | dp ， 
i" (s), (P-BXP-B)- lero as ss] U) t=: 


(3.4.7) 


由 于 
(#)- a(z) - cud 
dP J; dp \ 3P pc 
利用 热力 学 关系 (1.9.6) 式 和 (1.9.12) 式 有 
(5), (as) 
3$), (P); 


ex tefi 1 
P) CC C, 
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将 这 些 关系 代入 (3.4.7) 式 容易 得 到 
aP 1,C' (37) (5 pyp- 
de valee PXP -P,) (3.4.8) 
式 中 
" 1 
b-u'-2u*k|—-— 
KSO ls A 


由 (3.4.1) 式 和 (3.4.2) 式 可 知 ，j= A = = , PsPn ~ Pr”, 解 得 


1 2 


j= P-A (3.4.9) 
Ya-5 


JEN REG. 4.2); 8E 2888 TERREA. DEP, dT 


9 
于 是 有 
j= (z) -£ (3.4.10) 
代入 (3.4.8) 式 可 得 
dP c || 
—=-—|— | (P-P)XP-P,) (3.4.11) 
dx 2r [aP |. i 3 
将 上 式 积分 可 得 
B. + P, 
p-A 2 
= 2r artanh 2 +const. 
P,-A T e PB-A 
2 (ap s 2 
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ur (8.4.12) 
式 中 
6 (3.4.13) 
Tor 


从 所 得 到 的 解 可 知 , EH P 从 P, AES Ps 主要 发 生 在 5 量 级 的 距离 内 ,， 故 将 5 称 作 
冲击 波 间 断层 的 厚度 ， 显 然 , P, Pi 越 小 , 则 5 越 大 , 反之 Py-P1 越 大 ， 即 跃 变 值 越 
大 ，, 则 间断 层 厚 度 越 薄 。 从 这 个 结果 可 知 , 弱 冲 击 波 理论 将 间断 层 当 作 无 限 注 的 陡 
WH, WER PoP 趋向 无 限 大 ,这 一 点 又 与 弱 冲 击 波 理论 本 身 相 矛盾 ， 因 为 这 种 
理论 假设 间断 幅度 不 能 太 大 ， 这 就 与 要 求 冲击 波 阵 面 无 限 陡峭 发 生 冲 突 ， 故 理论 
有 一 定 的 误差 。 


P 


图 3.5 冲击 波 间断 层 厚 度 的 示意 图 


3.5” 弱 冲击 波 理论 的 应 用 限制 " 


除了 存在 要 求 间断 层 无 限 薄 及 要 间断 幅度 不 能 太 大 的 矛盾 以 外 ， 弱 冲击 波 理 
论 的 应 用 还 受到 距离 的 限制 。 当 距离 很 大 时 ,冲击 波 按 Loc 的 规律 衰减 , 因而 各 阶 
谐 波 也 是 以 Vo 随 距离 衰减 的 , 但 当 距 离 进 一 步 增加 时 ,使 得 介质 的 吸收 (指数 型 
的 ) 与 冲击 波 衰减 可 以 比较 时 ， 弱 冲击 波 的 间断 就 会 逐渐 消失 , 因此， 这 个 距离 即 
为 这 种 理论 的 应 用 上 限 , 现在 来 求 出 这 个 上 限 。 

设 这 个 距离 为 xa, 而 对 应 的 o 为 om, 在 这 里 的 基 波 振幅 为 By 于 是 
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(F) = 
B ETT (3.5.1) 
在 omtAo 处 有 
2: 
(F) s 
BPO, +A0)= —— VETT (3.52) 
故 冲击 波 随 距离 的 变化 率 为 
z AB: zz 2 = 
( 急 ) (I+o,)(+o, +40) 653 


RP, 上 、 下 标 “F” 为 冲击 波 已 经 形成 的 意思 (如 o > 3.6)。 另 外 由 于 吸收 引起 的 
衰减 可 表 为 


BO (0, +Aa)= — (3.5.4) 
1-0, 
以 及 
(8) NN, [E- 2 a 655 
Ac), 1+0,| ^c (14 0,) BkMa 
其 中 应 用 了 关系 
Ac = BkMaAx 


使 (3.5.3) 式 与 (3.5.5) 式 相等 ， 并 令 A c —0, 令 这 时 的 om 或 xm 分 别 为 cmax 和 xmax， 于 
是 有 


Iro,. = pa (3.5.6) 
a 
由 于 om> 1, 故 有 
二 (3.5.7) 
[^4 
由 此 可 见 ， 弱 冲击 理论 只 在 
X, srel 
C 
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范围 内 成 立 , 当 x> H 锅 齿 波 逐 渐 形 成 小 信号 正弦 波 , 在 第 4 章 将 可 知道 ,这 时 
波 进 入 了 所 谓 老年 区 。 


3.6 关于 有 限 振 幅 波 衰减 问题 的 后 记 


一 个 有 限 振幅 正弦 式 的 初始 扰动 在 介质 中 传播 , 波形 逐渐 变化 ， 当 雷诺 数 足 
够 大 时 ,能 够 形成 冲击 波 。 这 里 存在 一 个 不 其 明了 的 现象 ,对 于 冲击 波 来 说 , 即使 
介质 不 存在 耗 散 ,冲击波 的 振幅 随 距离 之 增 大 而 衰减 ,这 似乎 是 一 个 不 好 理解 的 
问题 。 实 际 上 ， 有 限 振幅 波 在 理想 介质 中 的 衰减 是 由 于 低 阶 波 的 能 量 不 断 向 高 限 
波 转移 所 至 ， 因 而 在 传播 过 程 中 阶 数 为 有 限 数 的 谐 波 的 振幅 总 是 在 减 小 ,并且 
无 一 例外 , 在 稳定 时 ， 其 相对 减 小 的 比例 是 一 定 的 。 因 此 ,可 以 认为 ， 由 于 有 限 阶 
谐 波 的 能 量 不 断 向 无 限 阶 谐 波 转移 ， 导 致 了 理想 介质 中 的 有 限 振幅 波 的 衰减 。 
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在 前 几 章 我 们 首先 讨论 了 理想 介质 中 的 有 限 振幅 波 传播 , 在 这 种 介质 中 , 一 
列 正弦 波 在 它 的 传播 过 程 中 会 变 成 冲击 波 ， 随 着 冲击 波 的 形成 , 波 的 能 量 将 受到 
极 大 的 衰减 。 当 考虑 到 介质 的 黏 滞 热传导 效应 时 ， 原 来 在 理想 介质 中 是 陡峭 的 间 
断面 ,在 这 种 情况 下 ,要 用 一 个 一 定 厚 度 的 间断 层 来 代替 ， 从 (3.4.13) 式 可 知 ,， 黏 
滞 系 数 和 热传导 系数 越 大 ,间断 层 的 厚度 就 越 大 。 因此 , 如 果 一 列 有 限 振幅 正弦 波 
在 这 种 介质 中 传播 , 只 有 当 它 的 雷诺 数 足够 大 时 ,才能 形成 陡峭 的 冲击 波 ， 从 而 
使 得 冲击 波 理论 获得 理想 的 应 用 效果 ; 但 当 它 的 雷诺 数 不 是 很 大 , 亦 即 是 说 , 流体 
的 耗 散 特性 不 能 忽略 时 ， 陡 峭 的 间断 面 就 形 不 成 ,这 时 应 用 冲击 波 理论 就 会 带 来 
一 定 的 误差 , 从 而 要 用 更 完善 的 理论 来 代替 。 本 章 考虑 流体 具有 黏 滞 性 (第 一 黏 滞 
性 和 第 二 黏 滞 性 ) 和 热传导 性 ， 暂 时 不 考虑 介质 频 散 特性 和 弛 驳 过程 , 将 流体 力学 
方程 组 通过 伴随 坐标 变换 , 在 二 级 近似 下 化 成 著名 的 伯 格 斯 方程 ,再 用 熟知 的 科 
尔 - 截 普 变换 ,将 其 化 归 热传导 方程 求解 。 


41 伯 格 斯 方程 
对 于 黏 滞 热传导 介质 , 在 第 1 章 的 (1.9.19) 式 中 我 们 得 到 了 修正 的 物 态 方程 : 


1(?P 1 1 
P=h, scis i(2) -人 -二 
人 € C, 


EAR ERIT de SAB E, BAZAS deis sr fer. HARTAR 
到 (1.4.6) 式 中 , 得 到 
DY 


A 
DY pr -ovp - P avp” 
Pup r QNP 


(4.1.1) 


1 1 
——--—— |+ + u| VVV +V 
Harapan 


正如 第 1 章 指出 过 , 对 于 无 旋 运 动 ， 有 
VV-V = Vy 
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则 上 式 可 以 简化 为 
DV p ogyy-PB-loey,2. w^ 
P =pF -CoVp P. CiVp?+bV’V (4.1.2) 
式 中 
b=/#+2/# + K| Ta (4.1.3) 
5 als 


如 果 不 考虑 体积 力 F, 对 于 一 维 情况 , (4.1.2) 式 成 为 
Du _ -cp _28-1 lop? soči 


Pp 3b ^5 ox 614) 
- 维 连续 性 方程 为 
3p ndu p's 
Erto eu mu (4.1.5) 


现在 引入 第 一 类 伴随 坐标 变换 , 借 此 来 研究 一 维 行 波 问题 。 
设 原来 的 自 变量 是 x 和 t， 引 入 新 的 独立 变量 X 和 区 称 它们 为 第 一 类 伴随 坐 
标 )， 它 们 的 关系 可 表示 为 


X=x 


1 (4.1.6) 
r=t+— 
unu 


RP, 负 号 为 沿 正方 向 传播 的 行 波 ， 正 号 为 沿 反 方向 行走 的 波 ， 由 于 正 反 两 个 方 
向 讨论 起 来 完全 类 似 ， 故 下 面 只 讨论 正 向 波 ( 取 负 号 )。 对 于 变换 (4.1.6) 来 说 ， 其 导 
数 关 系 可 以 表示 为 


0 

or 9X Coor (4.1.7) 
39 29 
ot ər 


将 这 些 变换 关系 代入 (4.1.4) 式 和 (4.1.5) 式 , 假设 0 x 等 量 的 波形 在 一 个 波长 内 失真 
很 小 , 于 是 有 
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E] 19 
d or (4.1.8) 


即 认为 = 为 一 阶 小 量 , 注意 到 p’ 和 w 都 是 一 阶 小 量 , 于 是 经 过 变换 之 后 , (4.1.4) 
式 和 (4.1.5) 式 分 别 变 成 


p u \ðu b du C, p lap” Cop 
Hs 一 = 十 1-2(8 -1 -一 一 4.1.9 
| P C J 97 PIT p, n Po JOT po Ox iid 


及 


1(, u 132 1! Pp |ou ou _ 
为 书写 简便 起 见 , 将 上 面 两 个 式 子 中 的 X 写成 了 x。 从 这 两 个 表达 式 中 消去 2 在 
消去 过 程 中 应 用 了 下 述 近 似 原则 : 首先 , 所 有 的 项 都 只 是 准确 到 二 级 近似 ， 另 外 ， 


根据 近似 式 (4.1.8)， 2 的 项 是 零 阶 项 ， i 的 项 是 一 阶 小 项 ; 在 非 线性 项 中 关于 p 
和 的 关系 只 取 线 性 近似 


is Ws (4.1.11) 


就 够 了 。 从 (4.1.10) 式 容易 解 出 


B Pa du 2P du _ 9 
9r QOr Car "wx 


(4.1.12) 


显然 ， 这 个 式 子 中 应 用 了 D. 为 一 阶 小 量 这 一 条 件 。 将 这 些 关系 代入 (4.1.9) 式 ,最 
终 得 到 
ðu B Ou b du 


à» C or 2p I 


上 式 即 为 对 应 于 第 一 类 伴随 坐标 变换 下 的 伯 格 斯 方程 。 
如 果 作 第 二 类 伴随 坐标 变换 ， 则 


(4.1.13) 
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X =x—C;çt 
(4.1.14) 


T-t 


也 有 类 似 的 微分 关系 , 推导 过 程 完全 类 似 ， 可 以 得 到 这 种 坐标 变换 下 的 伯 格 斯 方 
程 为 


2, 
S+ A S= S (4.1.15) 


式 中 , 仍 将 X 写 成 x 了 。 


4.2” 伯 格 斯 方程 的 解 " 
在 1.8 节 曾经 指出 过 , 雷诺 数 是 衡量 流体 力学 方程 中 非 线性 项 和 耗 散 项 相对 大 


小 的 量 ， 当 Rez» 1 时 ， 耗 散 效 应 与 非 线性 效应 比较 可 以 忽略 不 计 ， 因 而 介质 呈现 
为 理想 流体 ， 由 (4.1.12) 式 得 到 


将 (1.9.10) 式 代入 上 式 容易 得 到 


或 者 写成 
ax 
X^ Co + fu 


由 (2.1.10) 式 和 (2.1.13) 式 可 知 ， 上 式 即 为 熟知 的 黎 曼 - 厄 恩 肖 解 的 情况 ， 即 我 们 得 
到 了 简单 波 。 

当 Re« 1, 即 耗 散 效应 比 起 非 线性 效应 来 说 占 了 绝对 优势 时 ，(4.1.12) 式 中 的 
非 线性 项 可 以 当 作 微 扰 项 来 处 理 , 令 
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u zuO + Q) 
代入 (4.1.2) 式 , 对 于 一 阶 项 ， 有 


9uO b 92,0 
ox 2G oc 


于 是 二 阶 项 满足 
Qu b Qu? B 


du® 
uo 


àx 2pC dr C 
对 于 正弦 波 声 源 来 说 , 在 (4.2.2) 式 中 令 


D - 
u = ue 


— 


sin OT 
解 得 
b 
q-——3 
2pyCo 


or 


(4.2.1) 


(4.2.2) 


(4.2.3) 


(4.2.4) 


(4.2.5) 


此 即 为 恭 沾 及 热传导 耗 散 所 引起 的 小 振幅 吸收 系数 ,在 线性 声学 中 早 被 人 们 所 熟 


知 。 将 (4.2.4) 式 代入 (4.2.3) 式 , 于 是 有 


令 解 
u® = uQ) (x)sin2@r 
代入 上 式 得 到 
du, (2) 


这 是 一 个 一 阶 常 微分 方程 ， 其 特 解 为 


2 
fou; em 
aae 
4aCo 


而 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 


2 
Bou; . 
2— 44au? = LT xS 
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pe 
式 中 , 4 为 积分 常数 , 它 可 以 从 边界 条 件 
uj (x-0)-0 
来 决定 , 这 个 条 件 表 明 , 在 声 源 处 二 阶 谐 波 尚未 产生 。 根 据 这 些 关 系 得 到 
ri 

u? (x,t) -fota — e^?" e?** sin 20r (42.6) 
当 ax<1 Hj, (1-e?7)e "a 20x, 这 表明 , 在 离 声 源 较 近 的 地 方 , 二 次 谐 波 随 距 
离 增长 ， 当 ax= 了 m2 时 , (4.2.6) 式 达到 最 大 值 , 然后 随 距离 增 大 而 单调 减 小 。 


现在 我 们 来 讨论 一 般 情 况 ， 即 讨论 伯 格 斯 方程 的 严格 解 ， 其 边界 条 件 为 ， 当 
x=0 时, 有 


u =uoSin Or (4.2.7) 


为 了 书写 简便 起 见 ， 我 们 先 将 (4.1.12) 式 化 为 量 纲 为 一 形式 ,为 此 ,对 该 式 除 以 
PMaudx, 而 且 令 ô = b/2po, V = uluo, o = BMax/xe, y =Corlxe, x, = Cdo, T= 
BMaCoxd61， 这样 就 可 以 将 (4.1.12) 式 化 为 


v, -Vv, = "v, (4.2.8) 
AH, V, 为 函数 V 对 o 的 导数 ， 依 次 类 推 。 现 在 引入 科 尔 - 堆 普 变换 ， 即 令 


v -42 më) (4.29) 
代入 (4.2.8) 式 , 得 到 
¿,= T", (4.2.10) 
上 式 为 标准 的 热传导 型 的 方程 ， 其 解 为 
£- zer (Aexpl-r(4- yy / 444 
3⁄ T o 等 表达 式 代 入 , 可 得 


1 
Ç J [S ODexp[—(A— y} 1 4e? iiA (4.2.11) 
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¿Z (A) 为 5 的 初始 值 其 寻求 的 过 程 如 下 。 显 然 , 1 < 0 空间 没有 扰动 ,只 是 在 17:0, 
在 x=0 的 平面 上 有 正弦 式 扰动 


V =sin@t 


于 是 代入 (4.2.9) 式 可 以 求 得 


1 
Ars 
sceneslir vnu n a xy). y»0 
s y<0 


将 这 个 结果 代入 (4.2.11) 式 ， 并 对 所 得 到 的 结果 作 下 述 变量 变换 ， 即 
40 
将 名 的 表达 式 及 这 个 变换 代入 (4.2.11)， 容 易 得 到 
£-pes(2) -g [ete -STeos(mg - D 
1 inr 1 
te ESE -2T eos(mq + aa (4.2.12) 
式 中 
m-44ox 
2 E 
ere) - = | edé 


为 余 概率 积分 。 由 于 


b et 
m ax 


当 上 很 大 时 ， 之 很 大 ， 所 以 在 足够 长 的 时 间 之 后 ，(4.2.12) 式 中 的 前 两 项 ( 称 为 退 态 
项 ) 逐 渐 消 失 ， 最 后 只 剩 下 第 三 项 ( 稳 态 项 ), 在 这 一 项 中 , 由 熟知 的 展开 式 


1 
eak a Es. (irjew cosn(mq + y) 
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l, nm-0 
^ |2, n=1 


将 这 个 展开 式 代入 (4.2.12) 式 中 右 端的 第 三 项 , 注意 到 
0 
1 -g Sin " 
X peras ninoi ye 
于 是 有 
£e? Y e CAI, G ry cosny (4.2.13) 
式 中 , I,(x) 为 虚 宗 量 贝 塞 尔 函数 。 将 (4.2.13) 式 代入 (4.2.9) 式 就 能 得 伯 格 斯 方程 的 精 
确 解 ， 这 个 式 子 是 以 高 级 超越 函数 为 一 般 项 的 级 数 的 分 式 函数 , 它 显得 很 元 长 累 
W, 任何 应用 都 必须 使 用 数字 计算 机 才能 得 到 有 用 的 结果 。 为 了 对 它 有 较 深入 的 


了 解 , 现在 来 分 析 它 的 近似 特性 。 
根据 贝 塞 尔 函 数 的 大 宗 量 展开 式 ， 即 当 D» 1 时 ， 有 


(5- er^ E -1 (an? — yam -加 -| 


2) Jnr) 4r 2 ATY (4.2.14) 
将 上 式 代入 (4.2.13) 式 , 在 展开 式 中 只 取 第 一 项 ,于 是 得 到 
e^ nahor 
FFL" e cosny 
根据 雅 可 比如 函数 的 定义 ， 有 


5,(v,q)= Ty Eq” cos(2mnv) 
Ee 


= o" an? 
m v (v,q) M q" sin (nry) 


于 是 和 V 可 以 分 别 写成 


"80 dE 


2 1 
VY= 二 | ma 二 we 
El (roe J 


_ 2 = _sinmy 
TZ sinh(max) G29) 
(4.2.15) 式 称 为 科 尔 近 似 表达 式 。 
如 果 将 (4.2.14) 式 改写 为 
di 1 (v -9/32 
LO) ~e 28888. (42.16) 
仍 取 第 一 项 , 于 是 得 到 
zo| Ly etr 
$75 (z: ye ) 
重复 以 前 的 计算 可 以 得 到 
22 sinny 
ns risp *o)T) Gam, 
这 个 式 子 即 为 熟知 的 法 伊 近似 解 。 
如 果 考 虑 到 更 高 级 近似 ， 即 当 D 1 时 , 在 (4.2.16) 式 中 计 及 2/ 大 这 一 项 修正 ， 
则 有 
, 9 rear) 
mo, -fafi anre |, I 
利用 
1 34 ] ja 29 
bi] m0" h 
有 
ELE n(l+0) 
v cid D si r los (4.2.18) 
T sinh[nd - 0)/ T] 
这 个 式 子 称 为 修正 的 法 伊 近似 解 。 


在 求 得 上 述 各 种 解 的 时 候 ， 都 应 用 了 IC9 的 (4.2.14) 展 开 式 ， 显 然 ， 这 个 式 子 
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只 是 当 常数 下 满足 乙 > 双 时 收敛 较 快 .另外 ， 由 于 (4.1.13) 式 是 一 个 无 穷 级 数 ， 所 
以 有关 性 这 个 条 件 是 否 成 立 需要 讨论 。 显 然 , 这 里 的 本 是 常数 , 而 n 是 无 穷 数列 ， 
求 和 号 是 对 它 求 和 , 于 是 总 可 以 找到 一 个 充分 大 的 N, 24 n > N 时 使 这 个 条 件 不 成 
立 。 但 是 从 (4.2.13) 式 可 知 ， 由 于 因子 


er 


的 存在 ， 当 oj 不 是 太 小 时 ，(4.2.13) 式 收敛 是 较 快 的 ,如 果 要 求生 很 大 , 这 就 要 求 
0 要 足够 大 ， 从 而 使 得 n 大 的 那些 项 对 整个 式 子 贡献 很 小 , 因此， 如 将 (4.2.14) 式 
代入 到 (4.2.13) 式 就 得 到 一 个 二 重 级 数 , o EK, 它 就 收敛 越 快 , 所 以 上 述 解 既 要 求 
TK, 又 要 求 ol 太 不 能 太 小 。 由 于 科 尔 解 是 在 (4.2.14) 式 中 只 取 了 第 一 项 ， 而 法 伊 解 
则 取 到 较 高 次 项 的 解 ,修正 的 法 伊 解 则 取 到 更 高 的 项 ， 故 科 尔 解 要 求 古 最 大 ,因而 
要 求 o 很 大 , 法 伊 解 对 o 的 要 求 次 之 , 修正 的 法 伊 解 对 o 的 要 求 又 次 之 。 通 过 数值 
计算 ， 分 别 研究 了 上 述 三 种 近似 解 的 基 波 振幅 以 及 精确 解 的 百 分 误 差 与 o 的 关系 ， 
表示 于 图 4.1, 图 中 选取 厂 = 50。 由 图 解 可 见 ， 对 于 相同 的 o 值 ， 科 尔 解 的 精度 最 
差 , 法 伊 解 次 之 , 修正 的 法 伊 解 最 好 ,这 与 上 述 讨论 是 一 致 的 。 
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图 4.1 科 尔 解 、 法 伊 解 以 及 修正 法 伊 解 的 百 分 误 差 与 o 的 关系 
1， 科 和 尔 解 ; 2. 法 伊 解 ; 3. 修 正法 伊 解 
我 们 现在 来 研究 法 伊 解 的 波形 。 由 傅 里 叶 展 开 定 理 容易 得 到 


n-y-2 sinn, 0< y«2x (4.2.19) 
Ez 


emi. 非 线性 声学 


E 7 2 m >= sinny, 0< y«2n (4.2.20) 
以 及 
二 
4 
i jd 
容易 得 到 
[ /sinh (z) =f Ee EE dazi 


将 (4.2.20) 及 (4.2.21) 式 应 用 于 (4.2.17) 式 , 可 得 
2 Sin my 


rem 
I. 


" sinh 


=-2y y. cp rinm  _ 
Dio k avos a mem 


= >a CD 1«g 7? 
kaç sinh ES y 
1+ 


注意 上 式 中 k=0 时 , 分 子 分 母 为 零 ， 这 一 项 的 极限 为 (x-y)/x, 故 有 


” . OX | (4.222) 


EFT i sinh(2kx/ A) 


0<y<2r 
式 中 
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.83 . 


ato) 
nr 


14 4<1, 有 
sinh(2kr/14) 一 je 


于 是 上 式 花 括号 中 的 第 三 项 变 成 


S_p i Sinh[2k(z — y) / A] 
m 9 sinh(2kr / 4) 


=Y C De 24 _ etna] 
kal 


当 y 取 0 时 ， 上 式 成 为 


2x 2x 
lte 7^4 J+e Omya 
NT e An-»a 
=m l1+e 274 二 Te 


将 这 个 结果 代入 (4.2.22) 式 得 到 


| 


上 面 的 解 在 0 < y < 2n 内 成 立 。 当 y 不 是 很 接近 于 2r B$, aamh| 2 >) 


epsl Am 


如 果 y 接 近 于 2r Dl] tanh(y/ 4) — 1, 于 是 (4.2.23) 式 成 为 


(4.2.23) 


21, 于 是 


(4.2.24) 
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PE E E 2-7 

V =l (y 2) +mtanh Í j ) (4.225) 
上 面 的 所 有 结果 都 是 在 (0, 2m) 区 间 内 成 立 , 但 可 以 向 左右 作 周 期 性 延 拓 。 图 4.2 是 
延 拓 图 形 ， 由 这 张 图 可 以 看 出 , (4.2.24) 式 对 于 区 间 (-x, 0) 亦 成 立 ,因此 周期 性 的 区 
间 (0, 2r) 可 以 延 拓 到 (-r, zn)， 其 波形 表达 式 仍 为 (4.2.24) 式 , BD 


1 
Wd = 
o y+ntanh(y/4)}, -x«y«n (4.2.24a) 
当 y 在 (0, DA, y/A > 1 Bf, 有 


YE (-»*x), -rn<y<n (4.2.26) 
1+0 


Y. 9 V;-tanh(/AY14 0) 


图 4.2 延 拓 图 。 该 图 可 以 用 27 为 周期 向 左右 延 拓 
H y Er, 0) 内 且 有 |>/ 才 > 1 $, 有 


1 
Vy2——(-y-n) -z<y<0 4.2.27 
mpl y-mn) y ( ) 


这 些 式 子 所 表示 的 即 为 理想 介质 中 的 锯齿 波 波形 。 
现在 讨论 另 一 个 极端 情况 ， 当 a (ERE oo» D» 1 时 (4.2.13) 式 中 只 有 n= 0 
和 n=1 的 项 起 主要 作用 , 于 是 容易 得 到 


2o 


V= esiny= Aet siny (4.2.28) 


2 
T 


或 者 
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2bo 
u- 
£C. B 


这 个 式 子 表明 ,在 这 个 区 域 4 与 原始 发 射 信号 的 振幅 wo 无 关 , 故 将 o> D» 108 
称 为 老年 区 。 


esiny 


办 


43 布莱克 斯 托 克 桥 函数 "9 


在 二 级 近似 情况 下 , 无 损耗 流体 0<o «1 区 域 中 的 有 限 振幅 波 可 用 贝 塞 尔 - 富 
比 尼 解 (2.3.10) 来 表示 ， 即 


u _ < 2J,(no) . 
RED. sin noT 


ú ma 
这 是 在 第 2 章 中 得 到 的 结果 。 对 于 黏 热 流体 在 o» 1, D 291, T B. o/ 厂 又 不 太 小 的 
情况 下 ,我 们 得 到 了 法 伊 近似 解 (4.2.7) i 
u < 2r I 
PD TETT rin) 
24 D- 时， 上 式 应 化 归 理想 流体 情况 下 的 解 。 但 实际 上 ,， 当 D- ok}, (4.2.17) 式 
变 成 


& 2: > 
T Paya F) A (4.3.1) 
显然 ， 这 个 结果 与 (2.3.10) 式 并 不 相同 。 产 生 这 个 差别 的 原因 是 ， 这 两 个 解 是 在 不 
同 的 值 范围 内 导 得 的 ,而 且 这 两 个 范围 又 彼此 不 重叠 。 那 么 ,这 两 个 解 之 间 是 否 
存在 联系 呢 ? 这 个 问题 于 1966 年 由 布莱克 斯 托 克 (Blackstock) 解 决 了 。 

首先 研究 一 下 贝 塞 尔 - 富 比 尼 变换 。 在 (2.3.7) 式 中 令 


@=@tr+osin@ 
或 者 
-art =0sinð -Ø 


在 (2.3.5) 式 中 , 我们 曾经 将 黎 曼 隐 式 解 展开 为 傅 里 叶 级 数 ， 并 且 在 求 傅 里 叶 系数 
B, 时 , or 的 积分 限 是 (0, zo)。 显 然 , 对 上 式 变换 来 说 ， 当 or= n Bf, PE o 取 什么 值 ， 
只 有 一 个 根 @ = x 与 之 对 应 。 当 wr = 0( 积 分 下 限 ), c < 1 时 , p 也 是 单 值 的 , 即 


* 86 ，” 非 线性 声学 


4|, .,-0 与 之 相对 应 ， 可 是 当 o > 1 时 , 情况 却 不 是 这 样 简 单 ， 因 为 在 or = 0, @ 
不 是 单 值 的 , 这 一 点 从 下 面 的 讨论 即 可 看 出 。 
事实 上 , 当 o>1 时 , $ 


sinB- Lo= y 
c 


y yc si sint, y= L9, Eyo PEE, y BMCKEDION 1, MERA 5 
= 0 附近 , 其 切线 的 斜率 不 超过 1， 或 者 说 , 切线 与 @ BOCA UIT 457, 但 当 
o»1Hy- H 的 斜率 也 小 于 1， 因 此 , 在 o> 1 时 , 与 or = 0 对 应 的 加 的 根除 
@=0 以 外 , 还 有 一 个 @=@;,,, O 4.3)。 

当 o<1 时 ,六 的 斜率 大 于 1, 即 它 与 到 轴 的 交角 大 于 457, FÈ yi M y A 
除了 B=0 这 一 点 以 外 , 没有 第 二 个 交点 , 即 在 or= 0 时 对 应 的 B 根 是 单 根 。 

显然 , 根据 传 里 叶 定理 , 不 管 。 取 什么 值 , 黎 曼 - 厄 恩 肖 (二 级 近似 ) 解 总 可 以 
展 成 傅 里 时 级 数 ， 即 


图 43 @=@t+oOsin@ RRA 


X -È B, sinnar (4.3.2) 
uw t 


于 是 傅 里 叶 系数 为 
B. = 2 [sin Ca ez) »sinnord(oc) 
LÀ uo 


2 | : wr=T 
-—4-sinó.cosnor| 
nu er -0 


(4.3.3) 


* £ cosnar cospad} 
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当 o< 1 Bf, (4.3.3) 式 花 括 号 中 的 第 一 项 为 零 ,而 第 二 项 为 
B = 2o) 


^ no 


即 为 贝 塞 尔 - 富 比 尼 展 开 系数 。 但 在 o 1 时 , 由 于 or-m @ ==, or=0,@ RT Ø 
=0 以 外 , 还 有 $=Bmin ， 而 Boin 满 足 


sin@l,,-o= sin B pin = Z9. (4.3.4) 
因此 在 o > 1 时, 有 
r 2 ýt . 
B, - — sin. +—f cosn(@ -osin DB)dD (4.3.5) 
nx NNO "es, 


由 (2.3.5) 式 ~ (2.3.7) 式 可 知 , 当 wor= 0€, € 为 小 量 , sinGmin = uiuo, WA 


[M -uesn 各] (4.3.6) 
u 
当 o>>1 时 ， 由 (3.3.19) 式 可 知 
"3 
1+0 
综合 所 得 结果 ， 有 
0, ox<l 
us arein (£) o>1 
uo 
这 时 
Drin = OSIN Bs, =a 所 =-zC -rr 
u 1+0 


由 此 可 见 , (4.3.5) 式 的 右 端 第 二 项 为 零 , 故 
2 


B,- BP = sinc, ,= 一 一 一 (4.3.7) 
村 nu ™ n(+o) 


ERAT — eo 时 法 伊 解 的 展开 系数 ， 并 表 为 B® ; 539b, 24 o < 1 时, (4.3.5) 式 右 端 
第 一 项 为 零 , 而 第 二 项 为 


188. 非 线性 声学 


即 为 贝 塞 尔 - 富 比 尼 展 开 系数 。 因 此 ，(4.3.5) 式 即 为 布莱克 斯 托 克 的 桥 函 数 的 展开 
系数 ， 一 般 将 它 表 示 为 


B, = B^ +B” 


它 可 以 通过 数值 计算 求 值 , 图 4.4 表示 B) 与 的 曲张 。 


ul 


[2] 


[3] 


[4] 
[5] 


[6] 


[7] 


I8) 


[9] 


B=” +B 


2.3 4,5 6 7 8 9 
图 4.4 8 与 的 曲线 
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从 前 两 章 的 讨论 可 知 ,一 列 正弦 平面 波 在 介质 中 传播 时 ， 如 果 雷 诺 数 较 大 ， 
则 波形 逐渐 畸变 ,最终 形成 冲击 波 , 定义 o=1 的 距离 为 冲击 波形 成 距离 。 

当 波 阵 面 不 是 平面 , 而 是 扩展 性 的 波 阵 面 ( 如 球面 波 与 柱 面 波 等 ) 时 , 情况 与 
平面 波 结果 将 有 所 不 同 。 这 是 由 于 波 阵 面 扩展 , 它们 的 振幅 或 者 声 强 是 随 距离 减 
小 的 , 在 这 个 意义 上 来 说 , 波 阵 面 扩展 的 效果 相当 于 增 大 了 声 强 衰减 项 ， 也 就 会 
延缓 冲击 波形 成 ,因此 ， 可 以 预料 ,球面 波 与 柱 面 波 的 冲击 波形 成 距离 要 比 平面 
波 的 大 一 些 。 

下 面 只 讨论 对 称 球面 波 和 对 称 柱 面 波 的 情形 。 对 于 对 称 的 波 阵 面 而 言 , (4.1.2) 
式 和 (1.2.4) 式 可 分 别 写 为 


n 
Pe/ _B 1o 9p 
ðt ðr ðr p, ðr 


(5.1.1) 


[/ 1 akou) S (5.12) 
d r" Or 
p-p*tp (5.1.3) 


当 n=1 时 , 为 柱 面 波 的 方程 , 当 n=2 时 , 则 属于 球面 波 的 方程 , 而 u 为 质点 速度 
的 径 向 分 量 , 根据 对 称 性 有 u = u(r)。 引 入 伴随 坐标 变换 (R, D， 即 令 

R-r 
7 一 五 


r=t+ 
Co 


第 5 章 ， 有 限 振幅 球面 波 与 柱 面 波 91- 


AP, 负 号 对 应 于 向 外 传播 的 发 散 波 , 而 正 号 对 应 于 向 内 传播 的 收敛 波 , 式 中 ro 
为 某 个 参考 半径 , 通常 它 是 声 源 的 半径 。 与 (4.1.6) 式 的 变换 类 似 , 将 这 两 个 变换 式 
代入 上 面 的 方程 组 , 类似 于 (4.1.8) 式 , 仍 假设 
3 gl? 
oR C,9r 
kR>1 


QS Rm WA, 考虑 到 这 些 , 与 平面 波 伯 格 斯 方程 的 推导 原则 类 似 , 我 们 


仍 限 制 在 二 级 近似 范围 内 ， 即 在 消去 p' 的 过 程 中 , 如 果 所 讨论 的 项 是 一 次 项 , 则 
在 应 用 连续 性 方程 时 必须 采用 精确 到 二 阶 量 的 关系 式 来 取代 ph 如 果 讨论 的 项 已 
经 是 二 次 的 , 则 只 要 采用 线性 近似 p'= powio 来 取代 p' 就 够 了 。 根 据 这 一 原则 ， 从 
上 述 3 个 方程 中 消去 p' 即 可 以 得 到 相应 的 伯 格 斯 方程 


ðu n B ðu b du 


(5.1.4) 


式 中 , 为 书写 简便 起 见 ,将 大 写 的 R 写成 小 写 的 > 了 .我 们 要 进一步 将 上 式 化 成 伯 
格 斯 方程 的 标准 形 ,为 此 我 们 令 
U= Au 


A 
z= [n 


式 中 , A =4(z) 为 波 阵 面 面 积 函数 , ho= 4(ro) 相 对 于 x = mo 处 波 阵 面 的 面积 如 对 于 
球面 波 来 说 ,4 = 4n, ho= Ann), T 


U=—u, z=r ln = 
n ° X 


对 于 柱 面 波 来 说 , 4 一 2rr, ho 一 2rro， 于 是 
Tu, z= 2 rr, - 2n 
0 


(5.1.5) 


U = ,| 一 : 
T 


将 此 种 变换 代入 (5.1.4) 式 , 便 得 到 发 散 波 的 伯 格 斯 方程 


192. ” 非 线性 声学 


0 Ba b [Azu 
-—U - .1.. 
à Ci 3r ZaGWA 9 Ge 


对 于 收敛 波 , 只 要 在 上 式 右 端 取 一 负 号 即 可 。 因 此 , 不 论 对 于 球面 波 、 柱 面 波 或 者 
是 平面 波 , (5.1.6) 式 是 伯 格 斯 文 程 的 统一 表示 式 。 就 平面 波 而 言 ，V4]45 = 1, (5.1.6) 


式 化 归 (4.1.13) 式 , 在 第 4 章 , 对 于 这 种 情况 通过 科 尔 - 霍 普 变 换 已 经 得 到 准确 解 。 
但 就 球面 波 和 柱 面 波 而 言 ,由 于 JAJA, 不 是 常数 , 一 般 不 易 得 到 准确 解 。 这 时 如 


果 仍 用 平面 波 的 眼光 来 看 待 方程 (5.1.6), 定义 


b'-b A 

& 

则 介质 的 等 效 平面 波 耗 散 参数 b 与 距离 有 关 , 发 散 波 的 b' 随 距离 增 大 而 增 大 ， 
对 于 收敛 波 , 结论 则 相反 。 


52 ”大 雷诺 数 情况 下 伯 格 斯 方程 的 解 呈 9 
当 Re >>1 时 , (5.1.6) 式 右 端 的 项 可 以 忽略 , 故 方程 成 为 


a (5.2.1) 


(&) = -如 (5.2.2) 
(5.2.2) 式 的 解 为 
r= -ur + f(u) 
" (5.23) 
U-F ( + £u) 


° 


照 黎 曼 - 厄 恩 肖 解 情况 , 对 于 正弦 波源 ¿= 0, A 


式 中, AD) 为 U 的 任意 函数 ， rr Bs) sm. RRRA T+ Us, 参 
0 
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u=u Z° sin(@t — kr) 
r 
解 (5.2.3) 可 表示 为 
U=U, sn (or+ Bus) (5.2.4) 
Co 


对 于 平面 波 情况 , 定义 一 个 量 


9,7 S tz (5.2.5) 
如 果 是 球面 波 oo, 有 
6, = BC; aur, In É) (5.2.6) 
而 


对 于 柱 面 波 cgo WA 


c. ac msi [Z 
To 
从 所 得 到 的 结果 可 见 ， 对 发 散 的 球面 波 和 柱 面 波 来 说 , 其 冲击 波形 成 距离 比 平面 
波 大 , 证 明 如 下 : 
设 平面 波 和 球面 波 的 冲击 波形 成 距离 分 别 为 二 和 rs， 故 在 形成 冲击 波 的 地 方 


(5.2.7) 


有 


Beo. =1, 于 是 有 


只 要 x>1, 总 有 lnxwx «1, 故 上 式 给 出 


fari 


" 94，” 非 线性 声学 


同 理 可 证 res > xs。 
参照 平面 波 的 结果 , 球面 波 与 柱 面 波 的 贝 塞 尔 - 富 比 尼 解 为 
7s E Ès, sin or (5.2.8) 


B, = y (no), 0xo,«l 
no 


53 ^E HEU UR FREAR UL Ee nt fe 


在 Re 较 小 时 ， 由 于 损耗 项 比 非 线 性 项 大 , 基 波 能 量 的 主要 部 分 被 介质 耗 散 掉 ， 
少 部 分 向 高 阶 谐 波 转移 ， 并 以 谐 波 的 形式 被 耗 散 (损耗 比 基 波 更 大 )， 故 在 这 种 情 
BUT, 冲击波 是 不 易 形 成 的 , 为 了 求解 这 一 问题 ,我 们 用 逐步 近似 法 ， 即 令 


U=U0+UO+... (5.3.1) 
式 中 ,UM 为 一 阶 小 量 ,U9 为 二 阶 小 量 , 将 这 个 结果 代入 (5.1.6) 式 ， 使 同 阶 小 量 相 
等 , 可 以 得 到 
am b [A 2uUS 
& ^ 2G HA s an 7? nd 
QUO b bui 
dz 2eC YA or cC ər (53.3) 
对 于 正弦 波源 来 说 , TE r= ro RETE u=usinor, 于 是 令 
u= F(a)sinor 
代入 (5.3.2) 式 ， 可 得 
U = ue ^ "7? sin gr (5.3.4) 


在 求解 中 应 用 了 ， ara: A Sua. 1.5) 或 求 得 , 此 外 还 应 用 了 r= nm 处 的 


边界 条 件 。 Nas ID dE 得 到 


QU? b [A93UO Bau ceste 
一 v (5.3.5) 
dz 2P A ar 20 
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式 中 
= b Pa 
* 2pC$ 
为 小 振幅 吸收 系数 。 令 
U® (z,7) = Y(z)e ^^'^" sin2or (5.3.6) 


从 (5.1.5) 式 可 知 ， z- 4 RASIS, 可 得 


A = Boug 
Y (z) *2a, | —Y (z) aci (5.3.7) 
(5.3.7) 式 的 解 为 
ane) BUS [7 zau- | Ao 
= eala PPM, X] 
Y(z) = e? t^s 2ci [e ^ prd (5.3.8) 


Bonus (rr). 240 y f Í 
的 = c | - 22, [° In " dt (5.3.9) 


fo 


(5.3.10) 


-2a, f ec In| -- ii| sin2mwr 
- ^ L^ 


Q 


将 (5.3.4) 式 和 (5.3.10) 式 代入 (5.3.1) 式 , 得 到 二 级 近似 解 为 


U(Z,z)= u Il sin or+ PT sin2@r 
o 


le(z)- 2a, Í e^t? (Ee) (5.3.11) 


196: ” 非 线性 声学 


上 式 的 前 二 项 即 为 纳 乌 谍 尔 奈 赫 (HayronpHsx) 的 结果 。 为 了 使 得 逐步 近似 解 收敛 ， 
要 求 (5:3.11) 式 中 的 第 一 项 的 振幅 比 第 二 项 的 振幅 大 得 多 ， 即 


Bonu maa [z 


e Meme] (5.3.12) 
pro i] 


To 
RAAS XR RAR USER A tF, 但 我 们 得 到 的 结果 还 表明 , 除了 上 述 条 件 以 
外 ,还 必须 要 求 (5.3.11) 式 右边 第 三 项 与 第 二 项 比较 可 以 忽略 , 即 


z f e? = Tt «1 


n 


或 者 


a 1 ox ES 
[s "ean Jeet (5.3.13) 


由 积分 第 二 中 值 定 理 可 知 , (5.3.13) 式 可 以 写成 


In(r-x)-Inz, 
Inr-lnz 


2a 


dà 


$ 
Í edxr=1-e "sl 
x=0 Ld 


RP, MERER Oe rore, SOR 1-675 < 1 满足 , 则 要 20: £ <1 因 此 ,如果 


(5.3.14) 


7 一 万 < 
2a, 


成 立 , 则 上 述 要 求 一 定 能 满足 。(5.3.14) 式 表明 , r-ro 要 离 老年 区 很 远 。 将 这 一 条 件 
代入 (5.3.12) 式 , 可 得 


rene” (5.3.15) 
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AP, x; 为 平面 波 的 冲击 波形 成 距离 。 利 用 关系 式 u =ĉy , ETAF 的 二 级 近 


似 下 的 表达 式 ， 从 所 得 结果 可 见 ， 二 阶 谐 波 振幅 在 近 处 随 距离 增长 , 达到 某 个 距 
离 之 后 , 再 单调 随 距 离 减 小 。 
现在 来 讨论 柱 面 发 散 波 的 情况 , 这 时 (5.3.8) 式 的 解 为 


_ Bow; 2a (78). Í” e2a. 78). |To 
IO- ore a » f'e v dt (5.3.16) 


积分 之 后 代入 (5.3.6) 式 , 应 用 4 = "m 可 得 


To -2a (r-&) Q; 
u = ug le l 9) sin wr 
F. 


Aids fe (5.3.17) 
+ La 中 sin2or  R(r)sin2or 
F 


2 
Co To 


R(r)- Boi Menem 
式 中 b (5.3.18) 


T £ [enr 
n 
利用 逐步 近似 法 时 ， 其 收敛 条 件 应 为 


Bu ( [r aec «i (5.3.19) 
0 T 


由 (5.1.5) 式 中 z 的 定义 式 可 知 ,条 件 (5.3.12) 式 和 (5.3.19) 式 可 以 用 一 个 统一 表示 式 


Box, 


ze 0-9) l 
2C; 


来 表示 。 利 用 积分 第 二 中 值 定理 可 以 类 似 地 得 到 , R(7) 可 以 忽略 的 条 件 是 2a(r-ro) < 1. 

值得 提 一 下 的 是 , 纳 乌 区 尔 奈 赫 的 文章 中 采用 的 是 拉 格 朗 日 变量 , 而 本 章 采 
用 的 是 欧 拉 变量 , 两 者 互 化 可 以 通过 (1.6.2) 式 来 完成 ,可 以 证 明 , 两 者 互 化 的 条 件 
是 kr» 1, 这 也 是 他 的 文章 中 所 要 求 的 条 件 。 


198: HE#b#FEPS2E 


54 发 散 波 冲击 波 " 


在 5.2 节 中 我 们 已 知 ， 当 雷诺 数 Rece 1 时 ， 忽 略 耗 散 项 可 以 得 到 发 散 波 的 黎 
曼 - 厄 恩 肖 和 解 ， 对比 平面 波 的 情况 , 可 以 预言 ， 当 o,» 1 时 会 形成 冲击 波 。 下面 我 们 
来 研究 这 种 冲击 波 的 传播 情况 。 

与 平面 波 黎 曼 - 厄 恩 肖 解 相对 比 可 知 ， 当 o, > 1 时 ，(5.2.4) 式 会 发 展 成 冲击 波 , 
我 们 将 沿袭 上 两 章 的 方法 ,很 方便 地 求 出 结果 来 。 从 方程 (5.1.6) 可 知 


QU yU b |A U 
dz Cl dz 2PC NA 0c 
如 果 上 式 左 端的 第 一 项 可 以 忽略 , 并且 要 求 方程 的 解 满 足 边界 条 件 


UG(z,ç=—%)=-U,;, U(zt-9)-U, (5.4.1) 


我 们 将 得 到 一 个 稳定 形状 的 解 ， 从 这 个 解 容易 求 得 


U(z,t)=U, vm puss/ ^A b Ja (5.4.2) 


IONS RS ČE 的 条 件 
z 


28u? 


Ml 01 
E 
A, ər 
对 于 球面 波 ， £.5. 于 是 上 述 条 件 为 
BP UR S, (5.4.3) 
对 于 柱 面 波 ， 上 述 条 件 可 写 为 
2pP Un >1 (5.4.4) 


bC, 
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如 果 用 平面 波 的 冲击 波形 成 距离 x, 来 量度 所 有 的 长 度 单位 , 则 可 以 定义 下 述 量 : 


BUw 
G 


r= 二 =o(n) (5.4.5) 
x, 


以 及 


BAG =Re* (54.6) 


式 中 , Re*-fiRe, Re 为 雷诺 数 , D] B 也 是 1 的 数量 级 , 今后 也 将 称 Re* 为 雷诺 数 ， 并 
简单 表 之 以 Re 根据 这 些 关系 , 条件 (5.4.3) 式 和 (5.4.4) 式 分 别 写 成 
o(r)<o’(r)Re (5.4.7) 
和 
20(n)Re>1 (5.4.8) 


由 此 可 见 ， 对 于 发 散 球面 波 来 说 ,存在 一 个 极限 距离 or), 在 比 这 个 距离 小 很 多 
的 区 域内 ,存在 一 个 形 如 (5.4.2) 式 的 稳定 波形 , 超过 这 个 距离 ， 解 (5.4.2) 不 成 立 ， 
或 者 说 ， 不 再 可 以 忽略 。 而 由 (5.4.7) 式 可 以 看 出 , 如果 声 源 半径 的 大 小 与 为 相 
差不多 , 而 且 雷 诺 数 Re 很 大 时 ， 这 个 极限 距离 实际 上 是 很 大 的 , 不 妨 定义 这 个 距 
离 为 

o(r)=o?(r,)Re (5.4.9) 


当 o(r)Z2o(r) Bf, G.L 6ystrp SU 与 其 他 项 比较 不 再 能 忽略 ， 于 是 形成 上 述 稳定 
z 


波形 的 条 件 不 具备 。 此 外 , 对 比 平面 波 的 结果 可 知 ， 当 (5.2.6) 式 的 左 端 等 于 my2 时 ， 
锯齿 波 生成 , 这 就 可 以 粗略 地 定义 发 散 球面 波 的 冲击 波 区 域 的 范围 : 
Foo) 


o(n)e?  «o(r) «o^ ()Re (54.10) 


显然 ， 当 cro) 很 小 时 ,波形 稳定 区 是 很 窗 的 。 
由 (5.2.4) 式 和 (5.2.6) 式 可 知 


QIU 
Qr = —arcsin| — |+, 
加 


(5.4.11) 
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根据 这 个 式 子 可 以 计算 球面 冲击 波 振幅 随 距离 衰减 的 关系 . 设 冲击 波 面 在 wr = 0 
处 形成 , 这 时 U=U,, 于 是 


当 os>>1 时 , 在 上 式 中 令 wmUVUo=r -5.5 很 小 则 上 式 成 为 


sin(x—5) - sin » 8 - D. 
U, 


0 
于 是 有 


xU, 


U, =— 
1+0; 


(5.4.12) 


对 照 平面 波 情况 下 的 (4.2.24a) 式 , 利用 (5.4.2) 式 及 (5.4.12) 式 ， 可 以 近似 地 得 到 球面 
波 在 (5.4.10) 式 定义 的 区 域内 的 近似 解 


| (5.4.13) 
uw n l+o(n)In(r/n) 4 


式 中 


4 EJ (5.4.14) 


nRe N 


对 于 柱 面 波 来 说 , 完全 类 似 地 得 到 
u E — ors mani |) (5.4.15) 
ore rents Ë 1) 4 
0 


式 中 


_l+20(n)In(r/n) fr 


= .4.1 
A ^ (54.16) 


可 以 用 图 5.1 来 描述 有 限 振幅 发 散 波 的 传播 情况 。 
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AP < 一 


i 2L 1 1 
o(r) c(rje"? ofre o^ (r)Re 


图 5.1 ”发 散 波 的 传播 过 程 


类 似 于 平面 波 情况 , 可 以 将 (5.4.13) 式 和 (5.4.15) 式 展 成 依 里 叶 级 数 ， 相 应 的 法 伊 解 
可 以 表示 成 下 述 统一 表达 式 : 


u [r “= Sin nOT 
二 | (5.4.17) 
ak) a Pisa Z Í 
2Re ln 
0， 平面 波 
8- T 柱 面 波 (5.4.18) 
1， “球面 波 


式 中 , zx, 为 各 自 冲击 波形 成 距离 。 


55 芬 伦理 ipló7 
当 Re >>1 Bj, 伯 格 斯 方程 如 (5.2.1) 式 所 示 ， 即 


a (5.5.1) 
令 
B SUA 
z= Uaz, V U. (5.5.2) 
RHP, Uo 为 参考 速度 ， 于 是 (5.5.1) 式 可 变换 成 
av ,9oy — 
€» (5.5.3) 


根据 算 子 展开 法 , 解 可 表 为 


* 102 ， ” 非 线性 声学 


exp[xD,V(0,7)] - 1 


V(xz)= 3D, (5.5.4) 
式 中 
RIA 
D,-4- (5.5.5) 
如 取 声 源 函 数 V(0, 9 是 正弦 波 , 则 算 符 解 为 
— 2 
V(x7)- E60. nx)sinnr. (5.5.6) 


这 即 为 贝 塞 尔 -~ 富 比 尼 解 。 
芬 伦 (Fenlon) 将 这 个 方法 推广 到 多 频 情 况 。 如 果 声 源 是 由 两 个 角 频 率 的 正弦 波 
组 成 , 则 将 Vx, =V, ri cL EH E FARO, BU 


V (x,z, Z, 1)- I b V,, (x) exp( i( nt, + mt, )] (5.5.7) 


式 中 
T =@t,i=1,2 (5.5.8) 


根据 傅 里 叶 系 数 定理 ,有 


0, n=m=0 
BE exp[ (na) * nay )xV (0,z,,z,)] 
ril j(n@ * nai) 
exp[-j(nz, + nz, )d z,de,, n,m 不 同时 同时 为 零 
(5.5.9) 
例如 ， 声 源 的 振动 可 表示 为 
V (0,7,,7,) =V, sin (T, +@)+VW, sin(T, + 9,) (5.5.10) 
Us 
w = (5.5.11) 


,9 为 初 位 相 。 将 这 些 结果 代入 (5.5.7) 式 , 便 得 
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V(s2s5)e È A ce lea eme] 
xexp[ jn(z, +@)+ im(z, +@,)] 


=È i (naxv,)1(nasy,)sin(nar+na) 
* Era (mav,)1, (nix )sin(mast + mp) 
C 2 
p» [erred +ma,)xV,, ] 

XJ, [nap +ma,)xVo]sin | (na +ma,)z + (ng, + mo;)] 
= xn 
e» (na - nay )x 
x3, (na) - nay ) xv ]sin[ (na) —ma,)z + (ng, -mg)] G512 


J,I(na - may) xv] 


(5.5.12) 式 可 以 看 成 是 推广 了 的 贝 塞 尔 - 富 比 尼 解 ， 前 两 项 是 两 个 频率 成 分 的 各 阶 
谐 波 , 后 两 项 是 和 差 频 组 合 波 。 由 此 可 见 , 芬 伦 的 多 频 理论 将 谐 波 理论 与 组 合 波 理 
论 连 成 了 统一 的 表达 式 , 这 是 该 理论 的 优点 。 但 也 需 提 一 下 , 这 个 理论 是 从 伯 格 斯 方 
程 出 发 的 , 回顾 一 下 后 者 的 推导 可 知 , 它 只 精确 到 二 级 近似 , 这 就 使 芬 伦理 论 只 限于 
二 级 近似 或 者 只 限于 二 阶 谐 波及 二 阶 组 合 波 有 意义 ,高 阶 相互 作用 波 没 有 意义 。 

很 多 文献 "中 利用 这 一 理论 讨论 了 声 与 声 的 相互 作用 ,如 用 有 限 振幅 声波 去 
抑制 另 一 个 声波 取得 了 较 好 的 结果 。 图 5.2 表示 理论 与 实验 比较 的 结果 , 被 抑制 的 


ASPL 


Ex T 2 3 4 5 


m 
图 5.2 声 抑制 声 的 理论 与 实验 比较 
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高 频 弱 声 的 频率 为 f, = 4023Hz， 声 级 SPL2 = 109dB, 而 低频 强 声 的 频率 为 fi 


= 899Hz， 声 级 的 变化 范围 为 0~150dB, 图 中 的 点 为 实验 值 ， 曲 线 为 理论 结果 , 当 
HO, = 2.83 时 弱 声 受到 最 大 抑制 。 
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6X 频 散 介质 中 的 有 限 振幅 


在 这 以 前 我 们 讨论 的 介质 是 没有 频 散 效应 的 。 所 谓 频 散 介质 是 指 这 样 一 种 介 
质 ， 当 不 同 频率 的 波 在 其 中 传播 时 ， 相 应 的 波 速 不 一 样 。 由 于 介质 的 频 散 ,致使 一 
个 脉冲 的 波 包 在 传播 过 程 中 逐渐 散 开 。 首 先 要 区 分 两 类 频 散 。 当 频率 增高 时 波 速 
增加 的 频 散 称 为 正 频 散 ， 而 波 速 减 小 的 频 散 称 为 负 频 散 。 

除了 频 散 引起 波 速 依 赖 于 频率 以 外 , 非 线性 效应 实质 上 也 间接 引起 波 速 依赖 
于 频率 。 因 为 由 黎 曼 - 厄 恩 肖 解 可 知 ， 有 限 振幅 波 传播 的 速度 为 Cou, p 是 介质 的 
非 线性 系数 , Co 是 介质 的 小 振幅 波 传播 速度 , u 是 介质 质点 速度 ,w 大 的 地 方 波 传播 
FHR, u 小 的 地 方 波 传播 得 慢 , u 为 负 的 地 方 , 有 限 振幅 波 比 小 振幅 波 传 得 更 慢 。 在 
有 限 振 幅 正弦 波 畸 变 的 最 初 阶段 , 基 波 振幅 大 ， 非 线性 畸变 产生 的 各 阶 谐 波 振幅 
较 小 ， 故 在 正 半 周 部 分 , 基 波 传播 得 快 ， 谐 波 传播 得 慢 ， 这 就 间接 引起 负 频 散 效 
应 ; 而 在 负 半 周 部 分 , “ 是 负 的 ， 于 是 就 间接 引起 正 频 散 效应 。 

因为 有 限 振幅 波 传播 速度 为 C,(f)+ Bu(f), HR SERR, ECL) 展开 为 


3" 


由 此 可 见 ， 如果 介 质 是 负 频 散 的 , 它 对 波 的 影响 是 , 在 正 半 周 加 快 形成 冲击 波 ， 而 
在 负 半 周 则 延缓 或 阻止 形成 冲击 波 ;， 如 果 介质 是 正 频 散 的 ， 上述 结 论 要 和 颠倒 。 因 
此 ， 频 散 介质 将 一 列 对 称 的 有 限 振幅 波 畸 变 为 不 对 称 的 扰动 。 如 果 介质 的 频 散 效 
应 与 非 线性 引起 的 间接 频 散 效应 相互 抵消 时 ， 则 一 个 有 限 振 幅 的 扰动 将 保持 它 的 
稳定 形状 向 前 传播 , 这 种 扰动 称 为 孤 波 ,这 种 波 远 在 1834 年 就 被 斯 柯 特 - 拉 塞 尔 
(Scott-Russel)^5 9r 38 x iU! 

根据 克拉 默 斯 (Kramer) f13535/83$ (Kronig)XX KU aT An, A8 E: ft pd 30 
吸收 的 , 因此 ,只 有 当 吸 收 很 小 时 才 有 可 能 形成 孤 波 。 另 一 种 频 散 是 由 边界 引起 的 ， 
如 水 波及 其 他 波导 空间 引起 的 频 散 ， 本 章 我 们 仅 讨论 由 于 弛 列 现 象 引起 的 频 散 介 
质 。 

当 介 质 中 存在 分 子 过 程 、 化 学 反应 过 程 等 ,声波 传播 时 不 仅 激 发 分 子 的 平 动 
自由 度 , 而 且 有 一 部 分 声 能 激发 分 子 的 转动 自由 度 和 振动 自由 度 , 各 个 自由 度 之 
间 要 建立 一 个 新 的 平衡 态 。 同 样 当 介质 中 出 现 某 种 (或 某 一 些 ) 化 学 物质 ， 声 波 扰动 
了 原来 的 化 学 平衡 (如 改变 了 化 学 反应 速率 或 者 改变 了 电离 平衡 态 )， 各 种 化 学 成 


ansao ie) g= (8 2: (- AY e 
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分 之 间 要 建立 新 的 平衡 态 ， 由 旧 态 过 渡 到 新 态 需 要 一 段 时 间 ， 这 段 时 间 相应 于 弛 
HN, 后 者 用 表示 之 。 在 这 段 时 间 内 介质 经 历 了 一 个 不 可 逆 过 程 ,因而 伴随 着 
能 量 耗 散 , 或 者 说 出 现 了 弛 列 吸收 4， 正如 前 面 提 到 过 ， 弛 列 吸 收 又 伴随 着 频 散 
现象 。 当 声波 的 周期 比 r KRL, BU uec 1 时 , 因为 弛 和 耶 时 间 很 短 , 故 可 认为 整 
个 过 程 是 处 于 热力 学 平衡 态 , 而 当 wor >> 1, 即 声波 周期 比 RIA E, 即 在 一 个 声 
波 周期 内 ， 内 部 自由 度 还 来 不 及 激励 ,于 是 形成 所 谓 内 部 过 程 冻结 , 这 两 种 极端 
情况 吸收 都 较 小 , 频 散 效应 也 不 显著 。 只 有 当 声 波 的 频率 满足 or~ 1, 吸收 出 现 
弛 阶 峰 ,对 应 于 弛 列 峰 附近 出 现 较 明显 的 频 散 。 根 据 弛 列 吸 收 的 热力 学 理论 ， 弛 列 
介质 中 的 声 吸 收 系数 a 和 声速 C 由 下 列 式 子 表示 ， 即 


m or 


2Cor 1+ or 


2 
escis ret] 


leon 


m= 
6 
式 中 , Co 为 ur-*0 时 的 声速 ，C_ 为 or 一 时 的 声速 ,图 6.1 表明 一 个 波长 的 声 吸 
收 以 及 声速 的 平方 对 wr 的 曲线 。 
4 


[2] 
图 6.1 (a) 一 个 波长 的 吸收 系数 与 wr 的 关系 ; (b) 声 速 的 平方 与 wr 的 关系 
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6.1 弛 殉 介 质 中 物 态 方程 的 修正 外 


在 黏 滞 热传导 流体 中 , 我们 曾经 得 到 修正 了 的 物 态 方程 (1.9.19), 在 那里 我 们 
考虑 了 介质 的 黏 滞 和 热传导 损失 , 这 些 损失 引起 的 小 振幅 声 吸 收 与 频率 成 平方 关 
系 ( 见 (4.2.5) 式 ), 传播 速度 与 频率 无 关 , 因此 , 它们 对 冲击 波 的 影响 是 使 得 其 间断 
面具 有 一 定 的 厚度 (不 是 无 限 薄 ), 但 并 不 改变 波形 的 对 称 性 。 而 对 于 弛 瑰 介 质 来 说 ， 
问题 就 不 那么 简单 了 , 为 了 研究 它 的 影响 ,我们 不 妨 忽略 符 热 吸收 ， 这 样 做 不 会 
损害 其 普遍 性 ， 因 为 黏 热 损失 在 这 里 不 产生 明显 的 频 散 。 

在 只 有 一 种 内 部 过 程 或 者 一 种 化 学 反应 过 程 的 介质 中 , 除了 宏观 的 热力 学 变 
量 外 , 还 要 引入 新 的 独立 变量 上 于 是 压力 P 可 表示 为 


P=P(p,S,č) (6.1.1) 


式 中 , p 和 S 292938 BE 038, “为 内 部 过 程 变量 ,例如 , 在 只 有 一 种 化 学 反应 的 介 
质 中 ,可 以 是 某 种 分 子 (或 者 离子 ) 的 浓度 。 在 没有 声波 扰动 时 , 密度 p = po, ¿= Zo, 
éoo 称 为 静 平 衡 态 浓度 ， 如 在 MgSO4 溶 液 中 存在 化 学 反应 


MgSO, — Mg^*- SO 


在 达到 化 学 平衡 时 ， MgSO, 的 浓度 为 foo, 设 这 时 的 离 解 度 是 yo, WJ Mg”* 或 者 
SOT 的 浓度 为 xotoo。 当 溶液 中 有 声波 传播 时 ， 其 瞬时 浓度 为 & 它 和 时 间 上 有 关 ， 
这 时 旧 的 平衡 态 被 破坏 ， 但 介质 通过 一 个 不 可 逆 过 程 向 新 的 平衡 态 名 靠近 。 如 果 
声波 按 规律 ei*' 变 化 , 则 名 也 在 so 附近 作 简 谐 变化 ,于 是 有 


ë= ¿o + 


& cem. LII - YE RERETERIT UTI, T EGHBUBUSDRCEZI RUNS 


¿= (Es) (6.1.2) 


五 


再 将 (6.1.1) 式 展 成 p'=p-po 和 ( ERER, HADLER, 于 是 有 


Mar 
P=P +| Z +=; = +— | (£-¿&) (6.1.3) 
[2] 7 2 3p; Pad ag), Š oo 
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现在 用 热力 学 方法 来 推导 P) 的 表达 式 。 众 所 周知 具有 一 个 内 变量 的 热力 学 
& 
系统 的 压力 为 


P=P(p,S,č) 


当 它 处 于 静 平 衡 时 , p = po, S = So“ =“oo， 如 果 一 个 声 扰动 出 现 , 则 p =potdp, S = 
So*dS, č —éo de, 于 是 压力 已 = Po*dP, 而 


aP aP 3P 
dP- ses J ss ( ) d 
A 95 Janto 96 Ja,s, k 


当 扰动 使 介质 很 快 达到 新 的 平衡 状态 时 ， 内 变量 平衡 值 是 p, 5 的 函数 , BD =% 


5), 于 是 
.(3€ 98 
«(S se (a). e 


代入 上 式 , 得 
"Ica oP [3 
人 SN 网 的 | 
am (a) (a 
j|). (2) G. 
式 中 , (dP)o 表 示 压 力 扰 动 达到 平衡 值 的 意思 ,这 时 介质 处 于 & m cox Ad, MUR 


端 第 一 个 方 括号 中 的 项 成 为 (0P/3p)s.s sc。， 第 二 方 括号 中 的 量 应 表示 为 
(E ) ETT 
525.5 


3p 
DELUGE, e 
aP 


3th, 的 这 一 个 声速 平方 项 , CEE ORTER PX p SR, HF a EE 
名 


9p 
声 扰动 之 后 达到 的 新 平衡 的 内 部 变量 , 4 不 变 显然 相应 于 wa 一 0 时 的 情形 ， BD 
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的 -cz me 的 =c: ,相应 于 once 时 的 量 。 
dP); dP Jen 


将 (6.1.3) 式 对 1 求 导数 , 注意 下 述 几 个 关系 , 即 如 =eo(p, S) p —potp, polit 
ER, TREFA, 应 用 (6.1.4) 式 , 可 以 得 到 


aP’ OP) dp’ faP] a£ ; 
=c 1. 
dr oer 615) 


式 中 , P'- P-Po, 由 (6.1.2) 式 , (6.1.3) 式 和 (6.1.5) 式 消去 < 并 利用 (6.1.4) 式 可 得 


d 1|, (d.i P 2 dp' 
($-t) -$e 2p +— Co d (6.1.6) 
上 式 有 解 
P=Cip PESI p? +m; E dpt e Car (6.1.7) 


对 上 式 右 端 最 后 一 项 进行 分 部 积分 , 最 终 可 得 


2 
已 =C2p'+ 二 的 p^ PA f! pescar (6.1.8) 
n 1 


这 就 是 既 包 括 非 线性 效应 又 包括 弛 列 效 应 的 物 态 方程 , CRH, S CHEN] 
学 量 的 贡献 是 + 时 刻 以 前 时 间 间 隔 内 的 影响 的 县 加 。 为 了 曾 明 这 个 问题 , 我 们 对 
(6.1.2) 式 进行 积分 ， 即 可 得 到 


E= ECL M 


这 个 式 子 表明 , 在 上 时 刻 的 某 个 扰动 使 瞬时 分 子 浓度 并 非 很 快 就 能 达到 新 的 平衡 
浓度 6， 严格 说 , 要 经 过 无 限 长 的 时 间 才 能 达到 ,因此 , 任 一 时 刻 的 “ 值 必然 有 过 
去 时 刻 的 长 时 间 的 贡献 。 
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为 了 研究 弛 瑰 介 质 的 影响 , 这 里 忽略 黏 滞 热 传导 损失 , 于 是 运动 方程 和 连续 
性 方程 成 为 
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物 态 方程 取 (6.1.7) 式 或 (6.1.8) 式 。 作 伴随 坐标 变换 


=- 过 


Co 
根据 以 前 的 推导 原则 ， 相 应 的 伯 格 斯 方程 成 为 
Qu Bm m9 pom 
ax Ci"3y 2G dy -oy dy 


将 上 式 对 y 微 分 后 乘 以 2， 并 将 所 得 结果 与 (6.2.1) 式 相 加 得 到 


aag a] [2-44 


uos mT ðu 
‘Har C; j lor C; Oy 


2c," 


上 式 求 准确 解 是 困难 的 ， 下 面 我 们 来 求 稳定 波形 ,， 即 在 (6.2.2) 式 中 忽略 M 


于 是 有 


mC, z] 


d| du u? 
—|u—+—+—s 
dy| dy 2r, 2f dy 


初始 条 件 — oo Bf, u = uo, — = 0, (6.2.3) 式 满足 这 些 条 件 的 解 为 


?+ 为 -in (I+u/u,)”" 
t, (1-u/u)?* 
m 
D- 
28M, 


在 一 般 情 况 下 , u 5 y 可 能 出 现 多 值 函 数 关系 ,因而 就 有 可 能 出 现 间断 。 
时 , (6.2.4) 式 简化 为 


. 
em [e 


(6.2.1) 


(6.2.2) 


的 项 ， 


(6.2.3) 


(6.2.4) 


(6.2.5) 


(M D»1 


(62.6) 
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这 时 u 与 y 的 关系 是 以 y = -处 为 对 称 的 单 值 曲线 ,图 6.2 描述 了 这 些 关系 , 图 
6.2(a) 是 D>> 1 的 情形 , 图 6.2(b)D 减 小 但 大 于 1, 图 6.2(c) 表 示 可 能 出 现 多 值 函数 
的 情形 。 

为 了 进一步 阐明 弛 豫 机 理 对 有 限 振幅 波 传播 的 影响 ,现在 来 考虑 有 限 振幅 正 
弦 波 ,， 即 


u = Mosin y 


为 了 使 方程 归 一 化 , 作 下 述 变换 ， 


e^ 
图 6.2 稳定 波形 图 
(a)D >l; (b)D > 1; (c)D < 1 


代入 (6.2.1) 式 , 得 到 


aU ,aU ,93 poU Se 
< 一 一 了 一 = 站 -一 | —e* df 6.2.7 
3c "39 ”2355 上 37 (629 


上 式 是 一 个 积分 微分 方程 , 求解 不 易 ， 下 面 我 们 取 wr<< 1 的 近似 ,这 时 积分 号 下 
的 指数 函数 是 快 变 函数 ， 3 可 以 展开 为 
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2 
2s 30 p 0-7 


代入 (6.2.7) 式 , 可 得 


QU ,aU _ SU ,20U 
EP U 35" Pax, aT; ] (6.2.8) 


容易 看 出 ， 上 式 右 端 第 一 项 是 由 弛 耶 吸 收 引起 的 ( 它 正 比 于 on0 mR 
系数 ) 第 二 项 是 频 散 的 贡献 ,根据 吸收 系数 的 相 加 性 ,一 个 既 包 括 弛 瑰 吸 收 又 包 
括 黏 热 吸 收 的 广义 伯 格 斯 方程 可 以 唯 象 地 得 到 , BD 


QU ，9U 2a, oU dU 
-U—=D - -at .2. 
3e "35 [= x ay e z] E) 


AF, we 为 介质 的 黏 热 吸收 系数 ，(6.2.8a) 式 称 为 KdVB(Korteweg deVries-Burgers) 
方程 。 如 果 没 有 弛 豫 现 象 , 则 上 式 退 化 为 伯 格 斯 方程 。 如 果 吸 收 可 以 忽略 ， 则 
(6.2.8a) 式 成 为 KdV 方程 , 它 的 解 是 一 维 孤 立波 或 简称 孤 波 , 它 是 在 20 世纪 末 科 特 
韦 格 (Korteweg)- 德 夫 里 斯 (deVries) 为 了 解释 斯 科 特 - 拉 塞 尔 观察 到 的 奇 突现 象 所 提 
出 来 的 著名 方程 ,关于 这 个 问题 将 在 以 后 仔细 研究 。 

在 (6.2.8a) 式 中 如 果 wr= 0 或 者 弛 瑰 效应 可 以 忽略 不 计 ， 则 它 的 解 完全 相同 于 
第 4 章 所 讨论 过 的 几 种 情况 , 特别 是 厂 >> 1 时 , 形成 有 限 厚 度 的 冲击 波 。 如 果 
(6.2.8a) 式 的 右 端 很 小 ， 则 我 们 可 以 仿效 4.2 节 和 5.4 节 , 利用 稳定 波形 (6.2.4) 加 上 
一 项 线性 项 (参考 图 4.2) 来 近似 描述 该 问题 的 解 。 仿照 4.2 节 和 5.4 节 ， 从 稳定 波形 
(6.2.4) 可 以 解 出 


ur (av 
estt A ) 622) 
PEE Ri d (6.2.10) 
x 
加 上 线性 项 后 , 全 部 近似 解 为 
LIE EM oy 
A -f w+ [ 2 J (62.11) 


6.3 给 出 了 D>1 和 D<1 时 的 波形 , 不 对 称 的 波形 是 可 以 预料 到 的 。 
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u 


(a) (b) 
m63 ” 频 散 介质 中 正弦 波 (一 个 周期 ) 的 畸变 
()D»1; ()D<1 


现在 来 讨论 wr >> 1 的 情况 。 这 时 ，(6.2.7) 式 右 端 积分 号 下 的 指数 项 是 慢 变 函 
数 , 将 它 作 级 数 展开 : 


代入 (6.2.7) 式 , 得 到 


ðU ðU 9 U 
s= 3-5 35- Z) (6.2.12) 
作 下 述 变换 ，o'= gm oni A - opera 
3.3 52 9.9 
ac 3o! IF’ d QV 
RAER, 得 到 
9U yU __DU (6.2.13) 


对 于 正弦 波源 来 说 , 边界 条 件 为 =0,U= sinz 令 


u--D.y-v 
cr, 


u 


代入 (6.2.13) 式 , 得 到 
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(rr (6.2.14) 
or, 


A v-V(', 0^, 于 是 由 上 式 可 得 


av D 
(2), - 2 (6.2.15) 


对 上 式 进行 一 次 积分 , 可 得 


或 者 
Do' 
Ue*^ -r(u- e) (6.2.16) 


代入 正弦 边界 条 件 以 及 当 D =0 时 化 归 黎 曼 - 厄 恩 肖 解 ,于 是 有 


Dr of 22) os 
Ue" -nl ni j= ] (6.2.17) 


"TC NW Ex, Y 28 d SE DL ft: UL Bl 25 那样 的 图 示 ， 取 
g= oo d - iUe ， 这 里 


zbe 


ess 2 | (6.2.18) 


是 成 直线 的 斜率 ,z 之 1 时 可 能 形成 冲击 波 , 但 由 于 D0, 4 o' 足 够 大 时 ,使 得 
z=z_= T -2fMaar,m 


定义 
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WR Ma< Me, Ti 


Ma, = l z 
Bor, 2 


在 整个 距离 全 有 z <1， 从 而 形 不 成 冲击 波 ， 即 在 频 散 较 强 的 介质 


H, 由 于 波 包 散 开 很 快 , 仅 当 波 的 马赫 数 超过 其 临界 值 Mo 才 可 能 形成 冲击 波 。 


63 KdV 方程 的 解 与 弧 波 中 


在 (6.2.8a) 式 中 如 果 吸 收 项 可 以 忽略 , 则 得 到 


" 
U (9U port (6.3.1) 


(6.3.1) 式 是 KdV 型 的 方程 , 现在 我 来 求 它 的 行 波 解 。 令 


以 及 


代入 (6.3.1) 式 , 得 到 


积分 一 次 得 


式 中 


£-o0-C0 (6.3.2) 
U(co.9)- (0 - C95) (6.3.3) 
36,099 poar DÀ 
3E" DES -DOr ys 
C, d 
A+0+# = DCioz s (6.3.4) 
式 中 , A 是 积分 常数 , 将 上 式 两 边 乘 以 x ， 再 进行 一 次 积分 , 得 到 
2 
lg ag = b| 99 3. 
B+Ap+7¢ taf (45) (6.3.5) 
C, 1 
a= ier b= gO (6.3.6) 


再 对 (6.3.5) 式 积分 一 次 , 得 到 
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1 dó 


-6 = [ÁA (6.3.7) 
vb [praet +a 


这 是 一 个 椭圆 积分 ， 其 解 可 以 用 椭圆 函数 表示 。 无 损 于 一 般 性 , 我们 讨论 下 述 情况 
FHR, MH moo 时 及 其 导数 为 零 ,于 是 两 个 积分 常数 A=B=0, (6.3.7) 式 成 为 


£-&- Ë Le VEE (6.3.8) 


上 述 积分 容易 积 出 , 为 


£-&- -2 fanann yiz 


zd aai Be f 
$= sech e °| (6.3.9) 


图 6.4 作出 了 4% 或 者 U 对 二 的 关系 曲线 ,由 这 个 图 可 以 看 出 ， 曲 线 是 钟 形 对 称 的 ， 
扰动 集中 在 = 所 的 附近 的 局 部 区 域 , 远离 此 点 没有 扰动 ， 故 称 这 种 扰动 为 孤 波 。 
(6.3.1) 式 表明 , 它 不 含 吸收 项 ， 只 有 频 散 和 非 线性 效应 , 任何 初始 扰动 在 这 种 介质 
中 传输 时 ， 非 线性 要 使 它 形成 冲击 波 ， 而 频 散 要 使 它 的 波 包 散 开 , 两 种 效应 最 终 
达到 相互 补偿 ， 从 而 形成 一 个 形状 不 变 的 稳定 的 局 部 扰动 向 前 传播 ， 这 就 是 这 种 
孤 波形 成 的 机 理 。 水 中 的 孤 波 远 在 1834 年 就 为 斯 科 特 - 拉 塞 尔 观察 到 , 他 看 到 ,两 
匹 马 拉 一 条 船 沿 一 条 运河 向 前 行驶 ,然后 让 船 突然 停止 出现 一 个 水 峰 继续 向 前 ， 
行走 很 长 一 段 路 在 拐弯 处 消失 ,这 个 水 峰 即 为 孤 波 。 这 一 现象 直到 1894 年 KdV 
方程 的 解 这 篇 著名 的 文章 发 表 才 得 到 解释 。 


(e) 


或 者 


图 6.4 孤 波 的 波形 
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满足 粒子 条 件 的 孤 波 称 为 孤子 (soliton)， 它 不 仅 以 水 波 的 形式 存在 ,也 出 现在 
固体 和 其 他 凝聚 态 中 ,关于 这 个 问题 已 成 为 非 线性 物理 的 一 个 新 的 研究 分 支 。 关 
于 孤子 将 在 第 15 章 中 作 进一步 讨论 。 
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前 几 章 我 们 讨论 了 无 界 空间 的 有 限 振幅 波 的 传播 ， 唯一 的 边界 条 件 就 是 声 源 
本 身 的 条 件 , 那 时 曾经 表明 , 在 冲击 波形 成 之 前 , 波 的 表示 式 是 富 比 尼 解 ,各 阶 波 
的 振幅 可 表示 为 


B(o)- 21, (no) 

no 

详细 的 表示 式 见 (2.3.9) 式 和 (2.3.10) 式 。 这 个 结果 告诉 我 们 ， 当 no << 时 , B (no) 
~(no)”"'， 谐 波 的 振幅 随 距离 增 长 ， 即 在 传播 过 程 中 它们 似乎 不 断 得 到 分 布 性 能 
源 补充 。 而 在 冲击 波形 成 之 后 , 波 的 表示 式 是 法 伊 解 , (4.2.18) 式 表示 其 修正 了 的 表 
达 式 , 与 富 比 尼 解 不 同 的 是 ,其 中 的 各 阶 谐 波 振幅 随 距离 减 小 。 

如 果 在 各 阶 谐 波 的 传播 路 径 上 出 现 边 界面 则 边界 要 对 它们 产生 反射 、 散 射 
等 过 程 ， 这 时 除了 要 求 波 服从 声 源 的 边界 条 件 外 , 还 要 服从 上 述 边 界面 的 边界 条 
件 ,经 边界 反射 或 散射 之 后 的 波 再 服从 有 限 振幅 波 的 传播 规律 。 一 般 说 ,在 一 个 单 
频 的 有 限 振幅 波 入 射 到 边界 面 时 ,边界 本 身 的 反射 或 散射 过 程 会 产生 各 阶 谐 波 ， 
如 一 列 有 限 振幅 入 射 波 会 激励 起 边界 的 非 线性 振动 , 这 些 振动 作为 二 次 声 源 可 以 
辐射 除了 入 射 波 成 分 以 外 的 各 阶 谐 波 , 这 就 说 明 有 限 振 幅 波 的 边 值 问题 颇 为 复杂 ， 
本 书 将 不 讨论 这 种 复杂 情况 , 而 是 假设 边界 过 程 本 身 不 改变 波 的 频率 成 分 。 

本 章 我 们 将 用 逐步 近似 法 求解 ， 在 求解 过 程 中 , 可 以 明确 地 看 出 , 高 阶 谐 波 
的 波源 是 低 阶 谐 波 的 贡献 ， 也 就 是 说 , 不 考虑 高 阶 谐 波 的 能 量 向 低 阶 谐 波 转移 的 
问题 。 


7.1 有 限 振幅 驻 波 吓 
下 面 首 先 讨论 一 维 问题 。 在 第 2 章 , 我 们 导出 了 拉 格 朗 日 坐标 系 下 的 波动 方 
程 : 
oigo LE oco _ 
an Z a =0 (4.1) 
Be _ 1 Per 253 PEL a12 


ód d ar da da? 
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RH, OR 公分 别 为 一 阶 和 二 阶 位 移 。 首先 讨 论 两 个 平行 不 动 硬 壁 之 间 的 驻 波 问 
T, 设 它们 之 间 的 距离 是 L 因此, 边界 条 件 为 : 当 a=0, 1 时, 有 


£9 240 =0 (7.1.3) 
显然 , 满足 (7.1.1) 式 和 (7.1.3) 式 的 解 为 
£? = Asinka. sin wt 


式 中 , k=o/co, o 满足 w/co=xn。 将 上 解 代入 (7.1.2) 式 右 端 有 
- P At sin2kal —cos2a 
因而 方程 (7.1.2) 的 解 为 
EP = É idt sin2ka (1- arsin 20x D sin 2ax + D, cos 2ax ] (7.1.4) 
式 中 , Dy D: 为 任意 常数 。 当 :=0 时 ， 二 阶 谐 波 尚未 产生 ， 显 然 有 


2) 969 2£0|pz 
Par Wa 
代入 (7.1.4) 式 得 到 , Di= 0, D2=1。 由 (7.1.4) 式 可 以 看 出 , 驻 波 的 二 阶 谐 波 的 振幅 有 一 
项 是 正比 于 时 间 1 的 所 谓 长 期 项 ,表明 谐 波 振幅 随时 间 增 长 。 另外, 还 有 一 项 其 振 
幅 与 时 间 无 关 的 项 ， 以 后 将 被 略 去 ， 于 是 质点 速度 可 写 为 
B 


v2 v? + y? = w, sinka « cos 9t — ——4 sin 2ka » Ot + cos 2øt (7.1.5) 
o 


当然 , 二 阶 谐 波 随时 间 增 长 不 是 无 限制 的 ,也 就 是 说 只 是 在 很 短 的 开始 一 段 时 间 
内 长 期 项 才 有 意义 , 否则 将 是 不 稳定 的 解 ， 如 果 考 虑 到 介质 有 耗 散 ,， 足以 消耗 掉 
能 量 积 累 , 这 种 现象 将 会 消失 。 


72 ”有限 振 幅 共 振 器 


我 们 讨论 的 共振 器 是 局 限于 管 中 的 气 柱 , 它 的 一 端 (a = 0) 有 一 个 等 效 活塞 能 
£L, = & cos ot (7.2.1) 
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振动 , 而 另 一 端 与 大 气相 通 , 即 在 a= 时 , 压力 为 大 气压 Po， 由 理想 气体 的 绝热 物 
态 方程 及 拉 格 朗 日 一 维 连续 性 方程 可 知 


P=P(1+6,)” 


因此 , fE a- #k P = Po 的 边界 条 件 等 效 于 
NL (722) 


故 方程 组 (7.1.D0，(7.1.2)，(7.2.0 和 (7.2.2) 是 本 问题 在 二 级 近似 下 的 全 部 定 解 条 件 ， 
显然 有 


zo =ë cos(l —a)k e» 


py S ax (7.2.3) 


将 这 个 式 子 代入 (7.1.2) 式 , 求 出 满足 


ða 
的 解 ; 
2 
eo -£ 2° [ponas )- sin 2kl + 2ka 
[RE iacta -e| cos 2o (24) 
cos 
TA, 5 
cos kl=0 
或 者 当 
PEE n21,2,3,— (7.2.5) 
c 


时 , 一 阶 波 和 二 阶 波 都 共振 ， 其 中 AC 为 一 阶 共振 波长 ， 由 于 本 节 讨论 的 二 阶 波 的 
能 源 是 一 阶 波 ,， 故 一 阶 波 共振 时 二 阶 波 也 共振 ， 除 此 以 外 ,(7.2.4) 式 还 给 出 另 一 个 
共振 波长 , 它 满足 


cos2ki=0 
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19-2 n=1,2,3, = (1.2.6) 


称 之 为 二 阶 波 共振 波长 。 如 果 我 们 在 推导 波动 方程 组 时 取 到 更 高 阶 波 的 近似 , 类 
似 可 以 求 高 阶 波 的 共振 波长 。 

应 当 指出 ， 由 (7.2.3) 式 和 (7.2.4) 式 可 知 , 在 一 阶 共振 时 ， 由 于 cos^kl 趋 于 零 的 
阶 数 高 于 coskl， 这 表明 二 阶 波 的 量 级 比 一 阶 波 高 , 故 在 一 阶 共 振 时 ,逐步 近似 收 
敛 的 条 件 遭 到 破坏 。 同 理 可 知 ， 当 满足 (7.2.6) 式 时 ， 二 阶 波 共振 , 但 一 阶 波 却 不 共 
振 , 这 时 ,逐步 近似 法 可 应 用 的 条 件 亦 不 满足 。 尽管 如 此 ， 上 述 结果 作为 定性 的 指 
导 原 则 还 是 有 意义 的 。 

通过 非 线 性 过 程 , 除了 基 波 共振 以 外 , 高 Q 的 共振 器 还 产生 谐 波 共振 。 对 于 
有 耗 散 的 共振 器 , 如 果 其 Q 足够 高 , 只 要 输入 功率 超过 它 的 耗 散 功率 , 它 的 各 阶 
谐 波 就 会 积累 能 量 ,， 并 向 更 高 阶 谐 波 转移 ， 故 非 线 性 共振 器 又 含 倍 频 器 的 功能 。 因 
此 ,闭合 空间 的 非 线 性 声学 是 很 有 趣 的 领域 , 由 于 数学 方法 的 限制 , 我 们 目前 还 
不 能 对 它 进行 深入 研究 。 


73 ”有 限 振幅 波 在 边界 面 上 的 反射 
以 前 几 章 我 们 只 讨论 非 线性 声 传播 的 一 维 问题 ， 本 节 要 讨论 二 维和 三 维 问题 ， 


但 仅 限于 半空 间 情况 。 我 们 从 二 维 的 拉 格 朗 日 方程 组 (1.1.4) 和 (1.1.11) 出 发 ， 并 将 其 
写成 矩阵 和 行列 式 的 形式 ,即将 运动 方程 、 连 续 性 方程 和 物 态 方程 分 别 写成 


l+ Ma js) L(a) 
=-— (1.3.1) 
s PAD) p Un, 
EN STA 
Po=P " 1e, (7.32) 
F 
P=R(#) (133) 


AP, a, b 为 拉 格 朗 日 变量 , Z, 7 为 沿 此 二 方向 的 位 移 , 厂 为 常数 ,对 于 气体 经 历 一 
个 绝热 过 程 ， 它 是 比 热 比 , 对 于 液体 , (7.3.3) 式 是 所 谓 泰 特 (Tait) 方 程 , r 与 非 线 性 
系数 B 的 关系 
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仍 成 立 。 逐 步 近似 求解 时 , < 
¿=o s 


n2? eg? +q? +- 


(7.3.4) 


将 上 式 代入 前 3 个 方程 组 , 令 同 阶 量 相等 得 到 如 下 的 结果 。 对 于 一 阶 量 ， 有 


ep =à zo +79] 
09 = c: e[ £O +n (D J 
对 于 二 阶 量 , 有 
ED -ER - n = ca {-20 ED uy +n ED +ntno 
-EPIN + CT + D 258 «ngon 
Š T [EV a) +E] 
ne -Ew nG = "E eren 25r Ta + EVER + ¿On 
WNP + (T' +1)[62)82) + mam] 
-TIERP + 02421) 


引入 位 移 势 
- 29 
“ix 
.9e 
773b 
以 及 
p= 99 + o D 4 o? + 


代入 (7.3.5) 式 和 (7.3.6) 式 容易 得 到 
Pa =c) (Pha +>) 
以 及 


(733) 


(7.3.6) 


(7.3.7) 


(7.3.8) 
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Tg” HH RP- O, +y) -rRe 


-igy Y) a) (73.9) 


Hi F-I@D]1-(y- x )=0 


(7.3.9) 式 中 的 第 二 个 式 子 称 为 相 容 条 件 , 因 它 是 引入 一 个 多 代替 两 个 位 移 分 量 时 
所 必须 满足 的 条 件 ， 而 


y = =i gigi 一 e D) X) ) da 
(7.3.10) 


,= fco ' X» E (o) 


口 ?为 达 朗 贝尔 算 符 。 

上 述 结果 表明 ,一 阶 场 满足 通常 的 齐 次 波动 方程 , 属于 无 源 问题 二 阶 场 满 
足 非 齐 次 波动 方程 ， 非 齐 次 项 仅 与 一 阶 场 有 关 ， 因此 , 属于 有 源 问题 。 通常 先 解 一 
阶 场 方程 , 再 将 所 得 到 的 解 代入 (7.3.9) 式 和 (7.3.10) 式 , 进一步 求解 二 阶 场 的 边 值 
问题 , 与 通常 的 波动 方程 求解 过 程 相同 ， 由 于 有 两 个 任意 常数 ， 故 需要 给 出 各 阶 
场 的 边界 条 件 , 这 里 出 现 一 个 问题 ， 边 界 条 件 如 何 写 ? 一 种 写法 是 对 各 阶 场 的 总 
和 提出 一 个 总 的 边界 条 件 , 如 对 于 刚性 边界 位 移 为 零 , 即 


&(ab -0)7[4? +E? +…]o=0 (3.11) 
在 线性 声学 中 ， 由 于 各 阶 谐 波 场 之 间 独 立 ， 故 (7.3.1) 式 相当 于 
EV =E =...=0 (7.3.12) 


因而 定 解 条 件 适 应 。 但 在 非 线 性 领域 , 各 阶 谐 波 场 之 间 不 互相 独立 , 这 时 尽管 有 
(7.3.11) 式 成 立 , 但 不 能 推出 (7.3.12) 式 , 于 是 出 现 了 两 个 波动 方程 ,只 有 一 个 公用 
的 边界 条 件 (7.3.1D， 定 解 条件 还 缺 一 个 。 为 了 解决 这 个 问题 ,我 们 来 分 析 下 述 事 
例 。 

设 有 一 个 平面 半空 间 , 如 果 有 一 个 声 源 ， 为 简单 起 见 , 假设 它 发 射 平面 正弦 
w, 它 的 频率 为 o, 在 传播 过 程 中 ， 由 于 非 线 性 效应 , 将 会 不 断 产 生 二 阶 、 三 
阶 …… 谐 波 , 它们 的 最 初 能 源 是 从 一 阶 场 获得 (为 简单 起 见 ， 下面 只 讨论 到 二 阶 
场 ) 显然 ,二 阶 谐 波 场 随 传播 距离 增 大 而 增长 , 不 考虑 频 散 效应 , 一 阶 场 与 二 阶 
场 以 有 限 振幅 波 速 传播 ， 当 它们 达到 边界 以 后 ,相继 遭 到 反射 。 当 一 阶 场 反射 后 ， 
继续 产生 随 距离 增长 的 二 阶 谐 波 , 而 入 射 的 二 阶 场 遭 到 反射 后 ， 这 部 分 反射 的 二 
阶 场 不 随 距离 增 长 ， 由 此 可 见 ,二 阶 谐 波 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 随 距 离 增长 , 另 一 
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部 分 不 随 距 离 增 长 , 在 传播 过 程 中 两 部 分 都 是 由 一 阶 场 产生 的 。 正 如 在 本 章 的 开 
始 部 分 所 说 的 ,我们 不 讨论 边界 本 身 的 非 线性 振动 ,于 是 在 反射 时 不 产生 其 他 频 
率 成 分 的 波 ， 从 而 得 到 如 下 的 结论 : 在 边界 反射 时 ， 入 射流 和 它 的 反射 波 以 及 透射 
波 之 间 必 须 是 能 量 守恒 ， 此 即 为 边界 只 做 线性 振动 时 的 边界 条 件 。 如 果 边 界 本 身 
可 以 产生 非 线性 振动 , 则 边界 条 件 更 为 复杂 。 

本 书 只 限于 讨论 下 述 情况 下 的 边界 反射 问题 : 边界 本 身 不 产生 非 线性 振动 
非 线性 过 程 只 在 反射 前 或 反射 后 发 生 于 介质 之 中 ,而 边界 上 的 反射 仍 可 用 反射 系 
数 的 概念 来 描写 。 此 外 , 介质 中 的 二 阶 谐 波 除了 边界 反射 产生 的 那 一 部 分 之 外 , 另 
一 部 分 就 是 由 于 反射 的 一 阶 波 经 过 非 线 性 过 程 产生 的 , 但 前 一 部 分 二 阶 场 除了 在 
边界 上 反射 一 次 外 , 它 在 反射 前 也 是 由 一 阶 场 经 过 非 线性 过 程 产生 的 。 由 此 可 见 ， 
整个 二 阶 场 除 了 一 个 二 阶 反射 系数 之 外 ， 它 完全 取决 于 一 阶 场 ,因而 可 以 得 到 结 
论 : 非 线性 边界 问题 中 的 边界 条 件 除了 取决 于 各 阶 场 的 反射 系数 之 外 , 它们 都 还 
取决 于 一 阶 场 的 边界 条 件 。 

取 坐 标 系 如 图 7.1 BUR, 由 入 射 波 和 反射 波 组 成 的 一 阶 场 ,其 入 射 角 为 ,可 
表示 为 


图 7.1 二 阶 场 图 示 
g” = (eh +V el jeiko (7.3.13) 

RP, v 0) 为 一 阶 场 的 边界 反射 系数 ， 它 可 表示 为 
y? z ein (7.3.14) 


Wi=0 相当 于 一 阶 场 的 硬 边 界 ,y= 相应 于 它 的 软 边界 ， 一 般 情况 下 ,yi 为 复数 。 
而 ki, 妃 分 别 为 沿 两 个 坐标 轴 方 向 上 的 波 数 ， 且 有 


k +k =k? (7.3.15) 
将 这 些 关 系 代 入 (7.3.9) 式 , 首先 可 以 验证 ，g" 满足 相 容 条 件 ， 而 二 阶 场 满足 


LP? 9? =4[a +a, cos (2k,b  y,) esi J (7.3.16) 
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a, E (IT-1) k* + 2k? (kè =k?) ] 
gart 

RE A 
显然 , (7.3.16) 式 是 g* 的 二 阶 非 齐 次 波动 方程 , 它 的 解 应 包括 两 部 分 : 一 部 分 是 齐 
次 方程 的 一 般 解 p42 ; 另 一 部 分 是 非 齐 次 特 解 p42) 。 后 一 个 解 可 以 写成 (求解 的 方 
法 留待 以 后 讨论 ) 


(7.3.17) 
k. 


o? =- i ehay _ 2 ( +z) [emo semen) 
2 


-4| ab NEN a b | ene 2i(he-wrrm m (7.3.18) 
4k k k k 


2 


现在 我 们 首先 讨论 上 式 右 端 各 项 的 物理 意义 。 将 (7.3.13) 式 写成 V = gf? + g^, 再 
利用 (7.3.14) 式 , 于 是 有 


e? 一 er-iKor-horbb) 
Q) = elt*ha-entiv, 
它们 在 非 线性 过 程 中 产生 的 自作 用 项 分 别 为 
g ~ erit terat 


(D ~ e KQor-2ka-2b-29,) 


P: 
它们 的 相互 作用 项 为 


D grido hace) 


由 (7.3.18) 式 容易 得 到 


p= Ap s) temm (7.3.19) 
j 
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eM eie em 
"94 


e E "E e iQer2ta-wi) (1320 


从 (7.3.19) 式 ~(7.3.21) 式 可 知 ， 二 阶 谐 波 场 是 由 三 部 分 组 成 ，p2, 相当 于 “二 阶 入 
射 波 ”, 它 是 由 一 阶 入 射 声场 自作 用 产生 的 ，%w2 相当 于 “二 阶 反射 场 ”， 它 是 由 
一 阶 反射 场 的 非 线性 自作 用 产生 的 , 对比 (7.3.13) 式 可 知 , 在 一 阶 入 射 场 中 将 b 用 
-b 代替 再 乘 以 VX" 即 可 得 到 一 阶 反 射 场 , 同样 地 , 在 (7.3.19) 式 中 令 b=-b, 可 得 


g? - gf? (b =b) [VOF =[V”gU(b=-b) 


故 从 形式 上 看 来 , 这 里 的 等 效 反射 系数 是 VW 的 平方 , 由 此 也 能 看 出 , 这 部 分 二 阶 
波 并 非 由 “二 阶 入 射 波 ” 直 接 产 生 的 , 或 者 说 , (7.3.18) 式 中 还 不 包括 边界 对 “二 阶 
入 射 场 ” 的 反射 波 , 这 是 因为 它 是 非 齐 次 方程 的 特 解 ， 而 真正 的 二 阶 反 射 场 应 包 
括 在 齐 次 解 (7.3.22) 的 gs? 中 ; ot 是 由 于 一 阶 入 射 波 与 一 阶 反射 波 的 非 线性 相互 
作用 产生 的 , 这 是 一 种 新 型 的 波 , 命名 为 Q 谐 波 , 它 的 传播 方向 平行 于 界面 , 显然 
如 声波 是 有 限 束 , 则 它 仅 能 够 存在 于 入 射 波 与 反射 波 的 公共 区 内 。 应 当 注 意 的 是 ， 
ei, ot 的 振幅 是 随 传播 距离 的 增 大 而 增长 ， 这 是 很 显然 的 ， 因 为 它们 都 是 以 一 
阶 场 为 激励 源 的 ,而 且 它们 的 位 相 速 度 等 于 一 阶 场 的 相 速 , 而 oco 的 相 速 却 不 等 
于 一 阶 场 的 相 速 ， 故 没有 上 述 的 随 距离 增长 或 者 积累 效应 。 
现在 讨论 二 阶 场 的 全 部 解 ， 显然, 齐 次 方程 的 通 解 可 写 为 (对 比 (7.3.13) 式 ) 


e = [enn Š y etit jecit (7.3.22) 
式 中 
y? zen (1.3.23) 
称 为 二 阶 反射 系数 ， 于 是 全 部 二 阶 场 可 表 为 
9? =g? « gf +o? gi? (1.3.24) 


式 中 , v O3: iB SAC HEROE 0.3.13): & 07.324): 08 b RF, 然后 令 b=0, 分 
别 得 到 一 阶 场 和 二 阶 场 的 边界 质点 的 法 向 位 移 


n” |o =-jk, a - Vere (7.3.25) 
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" tps 1 .a 1 - nha 
vlr [DG as men 


-2jk, (1 - V? ye iere (7.3.26) 


由 (7.3.25) 式 和 (7.3.26) 式 可 见 ， 如 果 一 个 刚性 边界 对 一 阶 场 是 刚性 的 , 则 它 对 二 阶 
场 也 是 刚性 的 , 这 时 的 问题 显得 很 简单 ; 如 果 边 界 对 一 阶 场 是 非 刚 性 的 , 则 边界 上 
产生 的 二 阶 场 位 移 振幅 与 坐标 a 有 关 , 这 意味 着 透 入 第 二 介质 的 波 在 边界 上 的 二 
阶 场 亦 与 g 有 关 ,这样 才能 满足 边界 条 件 ,或 者 说 在 交界 面 上 ， 入射 波 、 反 射 波 以 
透射 波 满足 动量 守恒 、 质 量 守恒 和 能 量 守恒 条 件 。 

下 面 我 们 来 推导 (7.3.18) 式 。 为 了 求解 (7.3.16) 式 , $ 


gi? Aen +á (7.3.27) 
2 
代入 (7.3.16) 式 ,得 到 办 满足 的 方程 
TA DA g = 4a, cos2k,b . ee (1.3.28) 
2 EN, 
é = é (a)cos2k,b + 6, (bje ^" (7.3.29) 


代入 (7.3.28) 式 ， 可 得 办 ， 内 分 别 满足 的 方程 


2 
B3 +4k2@, = 20,0? (7.3.30) 

d$, 2 

up + 46 72a, cos 2k,b (7.3.31) 


首先 解 (7.3.30) 式 , 应 用 拉 格 朗 日 变动 常数 法 , 令 
h, = A (a)e?** +B (aye ?** (7.3.32) 


RP, A1(q) 和 B 1(q) 为 两 个 待定 的 量 。 将 (7.3.32) 式 代入 (7.3.30) 式 , 考虑 到 9 中 有 两 
个 待定 函数 ， 故 可 以 指定 一 个 关系 ， 如 令 


SA iius , BB ose -0 (333) 
da da 


于 是 (7.3.30) 式 成 为 
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dA (a) oue _ dB (a) aga d coe 
Tue A r (1.3.34) 
由 (7.3.33) 式 和 (7.3.34) 式 解 出 
二 人 = etha 
A(a) ES B(a) aa? (1.3.35) 
于 是 有 
22| a- | one 
é, Zik, fa a) (7.3.36) 
同 理 可 得 
é = aa «sin2kb+ gros 2k,b 1.3.37) 


将 (7.3.36) 式 和 (7.3.37) 式 顺 次 代入 (7.3.29) 式 和 (7.3.27) 式 ， 即 可 得 到 (7.3.18) 式 。 
对 于 三 维 情况 下 的 半空 间 反 射 问题 , 可 以 得 到 类 似 的 结果 。 在 二 级 近似 下 , 希 
普 (Heap) 得 到 了 二 阶 场 满足 的 非 齐 次 波动 方程 : 


ov 
CP? ie» (2) | (7.3.38) 
一 阶 场 满足 齐 次 波动 方程 ， 故 解 为 
9? ={ e** «vq, ge^ Y ele (7.3.39) 


vb, VOR, ) 为 一 阶 反射 系数 ,K 为 波 数 ，2 为 入 射 角 ， 而 
k-R=k,x+k,y-k,z 
k-R,=k,x+k,y+k,z (1.3.40) 
k =(k,,k,,k,) 
C 是 声速 ,p 是 介质 的 非 线性 系数 。 令 非 齐 次 特 解 为 
9? 26, 6, (7.3.41) 
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az 9 ny 
Dh, = D FAC )) (7.3.42) 
或 者 
=- NY 
f=- ar (7.343) 
将 这 些 结果 代入 (7.3.38) 式 , 可 以 得 到 
-_83 [90 
aaae) m 
将 (7.3.39) 式 代入 上 式 , HS 
$> =Í tor + Óx + tn} d (7.3.45) 
于 是 (7.3.44) 式 成 为 3 个 方程 组 ， 即 
Vpn + 429, -ae? ^, i2123 (7.3.46) 


以 及 
R=R, R=R, R-R|.-r 


2jpo » aq 2 
asna @=mIV(k2) (340) 
æ, =2a V” (k, 9) 
(7.3.46) 式 是 线性 方程 , 用 分 离 变量 法 求解 , 令 
fx = Vu Go Y)! eru (y, z)e P er Qs z)e 1n (7.3.48) 


若 Ri=R, 则 在 指数 上 取 正 号 , Rz=R- 时 ， 取 负 号 ， 继 续 用 分 离 变 量 法 , 令 


-jby 


Wi 7 Vu Oe 7^ + Qe 
Wau = Vou Ge? +y (y)e °” (7.3.49) 
Vs = Vau) 7 + go (ae "P 
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将 这 些 式 子 代 入 (7.3.36) 式 , 仍 用 拉 格 朗 日 变动 参数 法 , 解 得 四, 并 代入 (7.3.45) 式 ， 
得 到 
al l YOD aus lx,» zl) 
«lel k dez Jeu 


IE y 3 Ë 1 3) E 
-一 一 一 || 二 + 一 + 二 |+=| 一 + 一 + 一 | eR (7.3.50) 
2j k k kj) 20 k K 


另外 ,将 (7.3.39) 式 代入 (7.3.42) 式 , 可 得 


D "evene set HVO WP eR] ee — (351) 


将 加 ， 内 代入 (7.3.41) 式 可 以 得 非 齐 次 特 解 ,2 ， 再 加 上 齐 次 通 解 ， 即 可 得 到 全 部 
fo 。 从 结果 可 以 看 出 , 二 阶 谱 波 的 非 齐 次 部 分 亦 由 三 部 分 组 成 ， 即 “二 阶 入 射 
波 ”、“ 二 阶 反射 波 ” 和 Q 谐 波 , 前 两 部 分 也 有 积累 效应 。 
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以 上 我 们 讨论 的 入 射 波 是 平面 波 , 但 实际 上 的 声 源 其 波束 是 有 限 的 , 这 样 的 
入 射 波束 的 反射 问题 颇 为 复杂 ， 本 节 我 们 仅 用 弱 冲 击 理论 来 讨论 圆 形 活塞 声 源 的 
有 限 振幅 反射 波 。 

有 一 圆 形 活塞 在 介质 中 做 正弦 振动 , 它 在 r> ro 处 所 产生 的 介质 质点 速度 为 
(参见 4.3 节 ) 


ulr, D) =u,D(9) Ë 3 B,(o)sin[nor -nkr — 1) (144) 
nal 


式 中 , r，5 为 极 坐 标 , uo 为 r=ro 处 的 质点 速度 , mo 为 活塞 的 瑞 利 距离 ，ow 为 角 频 率 ， 
为 相应 的 波 数 ，D( 5) 为 活塞 的 小 振幅 指向 性 函数 ,这 里 显然 假设 活塞 声 源 所 产 
生 的 声场 的 轴 向 声 压 与 非 轴 向 声 压 简 单 地 用 D(5) 来 联系 ，o 是 以 冲击 波形 成 距 
离 归 一 化 的 长 度 变量 , 对 于 球面 波 来 说 , 有 


o= MafD()kr, In — (742) 
n 


sth, Ma 为 马赫 数 ， 为 非 线性 系数 ， 由 43 节 可 知 
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2. 2 i 
B,(o)= pm sind... tux Ë”: cos[n(ó —G'sin@)]d 
Go 满足 
Drin = 0 sind, 


MgciBf Dun, B 


B. = (no) 
no 
c»»1Hü, 6. -z, H 


2 
IO seo) 


上 述 结果 是 一 个 活塞 声 源 在 无 限 介质 中 的 有 限 振幅 声场 的 表示 式 ， 如 果 存 在 一 个 
边界 面 , 则 n 阶 谐 波 在 边界 上 要 产生 反射 如 活塞 产生 的 n 阶 谐 波 为 


w= wD B,(o)sin[n@t — nk(r — r,)] (1.4.3) 


下 面 我 们 将 论证 ， 当 KC +R ) >>1 Bf, (7.4.3) 式 所 表示 的 入 射 波 将 产生 反射 波 


up m BOPO YC)sinno ~ nk(r+ R— NJ (1.4.4) 
r 


式 中 
8=6 +6 


式 中 ， 功 为 换 能 器 主轴 方向 在 边界 平面 
上 的 入 射 角 ， 吕 为 波束 中 任 一 射线 方向 
KHANH, o 为 这 一 射线 方向 与 主轴 的 
夹 角 , R 为 换 能 器 的 中 心 沿 主轴 方向 到 反 
射 面 的 距离 ，r 为 反射 点 到 场 点 的 距离 (图 
7.2), V( Ó ) 为 平面 波 的 反射 系数 ，a 将 留 
待 以 后 给 出 。 

现在 我 们 来 讨论 (7.1.4) 式 的 合理 性 。 
根据 球面 波 在 平面 上 的 反射 理论 ， 当 
“kK(r+R) >> 1 时 ,反射 波 可 用 镜像 点 源 函 数 。 图 7.2 活塞 换 能 器 波束 的 有 限 振幅 反射 波 
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乘 以 某 入 射 角 为 名 的 平面 波 反 射 系数 来 表示 。 对 于 (7.4.4) 式 所 表示 的 波 来 说 ,由 
To 与 距离 有 关 ， 加 之 又 有 指向 性 函数 D( 5 ), 所 以 它 表示 的 并 不 是 一 个 球面 波 。 
但 由 (7.4.2) 式 可 知 ，o 与 距离 是 对 数 关系 ,而 与 球面 扩展 因子 是 备 关 系 , 如 果 关 系 
R KER) > 1 能 够 满足 ， 则 (7.4.3) 式 偏离 球面 扩展 程度 不 太 大 ， 它 的 反射 波 可 以 
近似 地 用 (7.4.4) 式 来 表示 。 另 外 ， 对 于 通常 的 发 射 换 能 器 ， 如 果 其 主 狼 宽 度 不 很 
大 ， 则 由 反射 理论 可 知 (参看 布 烈 霍 夫 斯 基 赫 的 《分 层 介质 中 的 波 》)， 则 反射 系 
数 的 模 和 相 角 随 角度 变化 不 大 ， 这 时 球面 波束 的 反射 可 以 用 一 定 角度 下 的 平面 波 
反射 系数 乘 以 入 射 波 的 形式 因子 来 表示 ， 剩 下 来 的 问题 是 如 何 确定 ai 。(7.4.3) 式 
中 的 r 是 从 换 能 器 中 心 到 场 中 任 一 点 的 距离 ， 当 o <1 时 ，B,(c) 随 距离 增长 , 在 
0 >1 时 ， 随 距离 减弱 。 当 谐 波 到 达 边 界 ， 它 要 遭 到 反射 ， 故 对 照 (7.4.2) 式 ， 应 
用 镜像 原理 可 知 


c, = Map Dkr nË (1.4.5) 
^s 


显然 ， 由 (7.4.4) 式 可 知 , n 阶 谐 波 在 边界 面 上 产生 的 振动 速度 为 


N 
R 
如 将 边界 上 的 这 一 振动 看 成 是 新 的 辐射 声 源 ,在 不 考虑 非 线性 效应 时 ,它们 在 空 
间 的 反射 波 场 近似 地 用 (7.4.4) 式 表示 。 但 由 于 介质 的 非 线性 ,这 些 波 在 介质 中 又 要 
产生 自己 的 各 阶 谱 波 场 ,如 反射 前 的 第 n 阶 谐 波 场 , 反射 后 产生 的 波 场 可 以 根据 
弱 冲 击 理论 ( 见 4.3 RE, BI 

n R 


Var SUDON BB (0) 5 7 


B, (0,)u,D(3)V (8) S.sin[not — nk(R — r,)] 


XY. B, (G,)sin[mnot — mnk(R + r — r,)] (1.4.6) 


ii o, 可 以 这 样 得 到 : 由 4.3 节 的 理论 可 知 ,一 个 球形 声 源 ,其 半径 为 ro, 球面 的 振 
速 为 


u =u sin Ot 


它 在 无 限 介质 中 产生 的 非 线性 声场 为 


u= WÊZE, Osinna) 


以 及 
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o=MaBknlnT 
n 


对 比 半空 间 边 界 上 的 反射 问题 , 将 被 入 射 声波 扰动 的 那 一 部 分 界面 作为 新 的 声 源 ， 
显然 有 下 述 对 应 关系 : 


nR, r—R+r, uu D(OV(3)B,(o,) - 
r 


Q-—nà, k-nk, Ma — MaD(3)V (8)B,(0,) $ 


由 此 可 得 
G, = MaD(WPV (8)B, (oRIn e r (74.7) 
故 全 部 谐 波 反射 场 可 表示 为 
u, = APON A) > B(o)B,(Gsinllot -IKR*r-5)) (1.4.8) 
R+r = S 
上 式 右 端 第 二 个 求 和 号 是 当 1 一 定时 ,对 In 为 整数 的 那些 谐 波 的 标号 求 和 。 
现在 定义 反射 谐 波 的 指向 性 D,( 6 yt F: 
DOWA) , B,(0,)B (0) 
D,(®)= seu (7.4.9) 
[va 25 aoanco)| 
[or lo-o 


当 波 束 不 太 宽 时 ， 有 V(0)- V(8) - Eo, G, <1 时 , 可 得 
D, (9) =[D(5)|' (7.4.10) 


即 第 ! 阶 谐 波 指向 性 函数 是 基 波 小 振幅 指向 性 函数 的 ! KRE: o, 0.1, 反射 
谐 波 几乎 是 无 指向 性 的 ， 在 中 间距 离 反射 谐 波 的 指向 性 较为 复杂 。 

(7.4.8) 式 给 出 了 谐 波 反射 场 ， 结 果 表 明 ， 当 R>r 时 ， 反 射 谐 波 场 随 r 减 少 很 慢 ， 
实验 结果 证 实 了 这 个 论断 (图 7.3) 图 中 的 O 和 X 是 不 同 次 的 测量 结果 ， 直 线 是 随 
距离 变化 的 斜率 (理论 ) 。 


" 134，” 非 线性 声学 


二 阶 反射 波 振幅 


传播 距离 /m 
图 7.3 二 阶 反 射 谐 波 随 距 离 的 变化 


75 有 限 振幅 波 的 折射 8 


在 7.3 节 我 们 讨论 了 有 限 振幅 波 在 平面 边界 上 的 反射 ， 这 一 节 要 讨论 折射 问 
题 ， 设 一 阶 场 的 透射 势 可 表示 为 


o = We e-(a-hb)| (7.5.1) 


i RH, h, b 为 第 二 介质 中 波 数 ! 的 两 个 分 量 ( 即 /= 好 + 妨 )，W 为 一 阶 势 的 透射 系 
数 。 将 这 个 式 子 代入 (7.3.9) 式 和 (7.3.10) 式 可 以 得 到 


n= (B) We RE) 
x= f (a) WD RR) 
由 (7.3.9) 式 中 的 相 容 条 件 可 知 
f(D)= f(a)=0 
于 是 在 第 二 介质 中 二 阶 谐 波 场 满足 


LT gf? = 4Ae eres 
A- HS + DW (7.5.2) 


式 中 ， 荆 为 第 二 介质 的 物 态 常数 ,为 了 寻求 (7.5.2) 式 的 特 解 , 令 
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AP = ga bye t" (7.53) 

代入 (7.5.2) 式 可 得 
Paa +é, + 4 G = A Ae lect (7.5.4) 

再 用 分 离 变量 法 令 
(a,b) = é,(a) e?"* + g, (b) e (7.5.5) 


将 (7.5.5) 式 代入 到 (7.5.4) 式 得 到 
[é (2416,00) Je?" « [e (b) +A (b) |]e 244" (7.5.6) 


在 7.3 节 中 , 根据 (7.3.28) 式 和 (7.3.29) 式 求 得 (7.3.30) 式 和 (7.3.31) 式 时 ,我 们 将 
(7.3.28) 式 右 端的 非 齐 次 项 对 半 开 之 后 才 得 到 它们 的 解 。 但 在 一 般 情况 下 , 没有 足 
够 的 理由 这 样 做 。 鉴 于 这 一 点 ， 本 节 将 作 一 般 性 的 讨论 ， 即 在 (7.5.6) 式 中 , 假设 


# (a)+4P@,(a) =4Ae (7.5.7) 
RF, A 为 待定 参数 。 将 (7.5.7) 式 代入 到 (7.5.6) 式 ， 容 易 得 到 
A (b)+ 44 (b) =4(A - Ae?! (7.5.8) 


为 了 求解 (7.5.7) 及 (7.5.8) 这 两 个 非 齐 次 波动 方程 , 我 们 仍 要 借助 于 拉 格 朗 日 变动 常 
数 法 ( 见 7.3 节 ), 很 容易 得 到 如 下 的 解 : 


é(a)= Zr ay (159) 
| 4H 
以 及 


é(b)=(A— vxo "rn (7.5.10) 
2 2 


将 这 两 个 式 子 代 入 到 (7.5.5) 式 就 能 得 到 非 齐 波动 方程 的 特 解 ,将 它 与 齐 次 波动 方 
程 的 通 解 相 加 ， 就 得 到 一 般 解 。 由 于 齐 次 波动 方程 的 通 解 中 包含 两 个 特定 常数 ， 它 
们 可 以 由 边界 条 件 来 确定 , 但 仍 保留 了 4’ 无 法 确定 , 必须 寻找 其 他 条 件 才 能 使 边 
值 问题 有 唯一 确定 的 解 ， 下 面 我 们 将 提出 一 种 方法 来 解决 这 一 难题 。 

首先 , 我 们 假定 (7.5.4) 式 中 
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A=0 


从 而 (7.5.4) 式 成 为 齐 次 波动 方程 , 显然 , 它 不 存在 非 零 的 特 解 ， 换 句 话 说 , 它 的 特 
解 为 零 。 可 是 , 如 果 将 (7.5.9) 式 及 (7.5.10) 式 代入 到 (7.5.5) 式 , 即使 令 A =0， 则 这 样 


得 到 的 特 解 为 
BR 1 | pl hene 
$a, b) fa (har) (i a) (7.5.11) 


即 这 个 解 并 不 为 零 , 除非 


A'-0 

AO HDE, BI, 如果 在 (7.5.7) 式 和 (7.5.8) 式 中 , 令 
Hb) - A26, (b) = 4A”e "i 
则 有 
gla) * 426, (a) =4(A— A’)? 
依照 上 述 讨论 ， 如 果 令 A —0, 要 想 不 出 现 上 述 伴 雇 ， 则 必须 要 求 
A'-0 

由 此 可 见 ,在 应 用 分 离 变 量 法 将 方程 (7.5.4) 的 特 解 写成 (7.5.5) 式 , 进一步 应 用 拉 格 


朗 日 变动 常数 法 求解 两 个 一 维 的 非 齐 次 波动 方程 时 ， 要 想 使 所 求 的 解 不 出 现 伴 廖 ， 
解 (7.5.5) 只 有 下 述 两 种 可 能 的 形式 : 


Gla,b) = (s * ze (7.512) 
| O4 
或 
&a,b) - A| -+ ese (7.5.13) 
i jh 4H í 


在 这 两 个 解 选 一 个 作为 特 解 才能 得 到 唯一 的 解 ， 而 选取 的 原则 是 要 使 一 般 解 满足 
边界 条 件 ,或 者 说 ， 要 借助 于 边界 条 件 来 帮助 我 们 作出 选择 。 为 了 应 用 边界 连接 条 
件 , 我 们 还 要 进一步 讨论 第 一 介质 中 的 非 齐 次 波动 方程 的 特 解 。 

在 7.3 节 中 , 在 求 (7.3.28) 式 的 解 时 , 应 用 了 分 离 变 量 法 , 得 到 了 (7.3.30) 式 和 
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(7.3.31) 式 ， 当 时 , 将 方程 右 端的 非 齐 次 项 对 半 开 .仿效 这 里 的 一 般 讨 论 ， 则 (7.3.30) 
式 和 (7.3.31) 式 应 写成 


é (a)+4K20,(a) 7 4a/ e? (7.5.14) 


é (b) + 4k? 0, (b) = 4(z, — o) cos2k,b (7.5.15) 


仍 用 拉 格 朗 日 变动 常数 法 , 为 了 避免 出 现 伴 雇 , 则 只 能 在 下 述 两 组 解 中 选择 一 组 ， 
即 (7.2.29) 式 或 者 写成 


a= [Las e" cos 2k,b (7.5.16) 
1 


或 者 写成 


a a,b) - a (Loss 2k,b+ apes ap] (7.5.17) 
2 


通常 的 边界 连接 条 件 是 指 在 边界 上 的 力 和 法 向 位 移 必须 连续 。 在 线性 声学 领 
域 中 ， 由 于 各 阶 谐 波 相互 独立 ， 只 要 全 部 力 和 全 部 法 向 位 移 连 续 , 就 可 以 使 各 阶 
谐 波 的 相应 量 值 在 边界 上 连续 , 但 在 非 线 性 声学 领域 中 ,各 阶 谐 波 并 不 相互 独立 ， 
因而 不 能 简单 地 讼 用 这 个 条 件 。 为 了 解决 这 个 问题 , 我 们 不 妨 回忆 一 下 我 们 的 研 
究 过 程 。 在 本 书 的 范围 ,我 们 采用 了 微 扰 近 似 , 只 精确 到 二 级 近似 , 这 实际 上 是 ， 
更 高 阶 的 量 没有 被 考虑 。 另 外 , 我 们 在 一 阶 波 中 引入 了 反射 系数 ,这 表明 一 阶 场 在 
边界 上 连续 。 如 果 我 们 认为 ， 各 阶 场 在 边界 上 也 分 别 连续 ， 则 整个 场 在 边界 上 连续 ， 
这 样 得 到 的 解 与 原来 的 定 解 问 题 没有 矛盾 ,因此 , 我 们 可 以 认为 二 阶 谐 波 场 在 边 
界 上 连续 .在 这 样 的 前 提 下 , 在 两 个 介质 中 我 们 可 以 写 出 它们 的 一 般 解 ,它们 是 齐 
次 通 解 加 上 相应 的 特 解 ， 由 于 特 解 都 有 两 个 供 选 择 , 而 且 每 个 解 中 都 出 现 正 比 于 
坐标 变量 的 积累 项 ,一 个 正比 于 a, 另 一 个 正比 于 5。 在 边界 上 有 b=0,az0, 因此， 
在 特 解 中 出 现 正 比 于 a 的 解难 以 满足 边界 条 件 ,除非 再 引入 特殊 假定 '"。 但 在 这 
E, 我 们 不 选择 正比 于 a 的 那 组 特 解 ， 也 就 是 说 , 在 入 射 波 所 在 的 那个 介质 中 , 我 
们 选 特 解 为 (7.5.17) 式 , 在 第 二 介质 中 , 我 们 选择 (7.5.13) 式 作为 特 解 。 将 它们 分 别 
与 相应 的 齐 次 通 解 相 加 就 给 出 两 种 介质 中 的 一 般 解 


esee eee eren] 
' 
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agite [ tg+ »| v? (1.5.18) 
jk, 
Gh? = giten e P+ »| (7.5.19) 
ji, 
式 中 
A 
p=, Q=. n 

a Q- ra (7.5.20) 


Di, Di 和 Dy 为 齐 次 通 解 带 来 的 待定 常数 , Q 和 P 是 非 齐 次 解 中 的 非 积累 项 ,它们 
的 表达 式 在 (7.5.20) 式 中 给 出 。 二 阶 场 的 边界 条 件 为 


1 PP 
Ga ° + p gf? = pp? 


2e? agn (1.5.21) 
db db ao 
将 (7.5.18) 式 和 (7.5.19) 式 代入 到 (7.5.21) 式 , 可 得 
Q+D, A A)», (8-8 - 
i (1.5.22) 
Q*D,-V(Q*D)- (&)a.- (5)e-2 tC- v? 


这 个 式 子 表明 ， 有 3 个 待定 常数 ,只 有 两 个 方程 ,问题 不 定 。 如 果 认 为 二 阶 场 是 一 
阶 场 激励 起 来 的 ， 那 么 可 以 认为 二 阶 入 射 场 就 是 与 Q 所 对 应 的 那 一 项 ,因此 , 我 
们 可 以 认为 DAE, 计算 表明 , 这样 做 也 存在 如 下 的 问题 ， 当 


= v 


那 当 V = 0, 1 时 ,系数 行列 式 为 零 , 解 不 存在 , 这 表明 ,在 全 透射 和 全 反射 的 情况 
F, 对 应 于 (7.5.17) 式 的 特 解 不 能 解决 这 两 种 情况 的 定 解 问题 。 这 样 使 我 们 想到 选 
用 另 一 特 解 (7.5.16)， 但 这 时 , 在 边界 连接 条 件 的 两 个 表达 式 中 出 现 了 正比 于 坐标 
变量 a 的 项 , 使 得 在 确定 任意 常数 时 出 现 困难 ， 当 然 , 全 反射 和 全 透射 这 两 种 特殊 
情况 实际 上 很 少 碰 到 , 但 为 了 理论 工作 的 完备 性 , 这 类 问题 的 解决 有 待 进一步 完 
善 。 
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第 8 章 声 散 射 声 


根据 线性 声学 理论 ， 如 有 两 束 不 同 频率 的 波 沿 着 不 同 的 方向 传播 ， 则 当 它们 
在 空间 相遇 时 , 彼此 之 间 并 不 产生 相互 作用 ,也 就 是 说 , 在 它们 分 开 之 后 , 就 像 是 
什么 也 没有 发 生 一 样 。 

但 从 非 线 性 声学 观点 来 看 , 情况 却 有 所 不 同 。 因 为 当空 间 有 一 个 波 传播 时 ， 原 
来 的 介质 性 质 在 空间 受到 了 这 个 波 的 扰动 , 如 果 介质 原来 是 均匀 的 , 扰动 的 结果 
使 之 在 空间 不 均匀 ,这 时 若 在 这 种 被 扰动 了 的 介质 中 还 有 另 一 个 波 , 那么 , 它 就 
要 遭 到 非 均匀 介质 的 散射 , 或 者 说 , 一 个 声波 散射 另外 一 个 声波 , 这 种 现象 称 为 
声 散 射 声 。 

由 于 这 种 散射 波 是 由 两 个 波 相互 作用 产生 的 , 故 它 包 含 了 两 个 波 的 信息 , 或 
者 说 它 与 这 两 个 波 的 特性 有 关 ， 因而 可 以 断言 , 它 至 少 是 二 阶 效应 , 而 且 会 产生 
和 频 波 、 差 频 波 以 及 二 阶 谐 波 等 。 是 否 在 任意 条 件 下 都 会 发 生 声 散射 声 昵 ? 对 此 
我 们 将 作 详细 分 析 ， 由 于 历史 上 存在 不 同 观点 ， 本 书 将 分 别 加 以 叙述 。 


81 流体 动力 发 声 的 莱特 希 尔 理论 


莱特 希 尔 从 一 般 的 流体 力学 方程 组 出 发 ， 导 出 了 流体 动力 发 声 的 波动 方程， 
即 根据 欧 拉 系 的 动量 方程 与 张 量 形式 的 连续 性 方程 


ap 93V) _ 


4d 
a tap S md 


pA MN = =- (8.1.2) 


式 中 , Vi 或 者 Vj 为 介质 质点 速度 在 i( 或 者 由 方向 的 分 量 , i( 或 者 j) 21, 2, 3。 按 照 二 
级 张 量 的 规则 ,如 果 式 中 任 一 项 的 两 个 标号 相同 ， 则 要 对 该 标号 求 和 ， nv 


这 一 项 中 要 对 j 从 1 到 3 求 和 , 而 由 1.4 节 可 知 


E 42y 8 V 
TI = pð; GED 3s 
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_ (01,9V, 2,4 0v, 
"(Rm KEN (8.1.3) 


式 中 , p AEH, KARERE, z 为 第 一 黏 滞 系数， 或 者 称 u ARERR 
数 ， +n 为 体积 黏 滞 系数 ， 而 


[ij 
$ Z^ i*j 
将 (8.1.1) 式 乘 以 Vi 与 (8.1.2) 式 相 加 ,得 到 
3(pV) 3(VV) _ 9IT, 


ðt ox, dx, 


j 


在 上 式 两 边 加 上 一 项 C? z, 则 可 以 得 到 


Oege (8.1.4) 
式 中 
T, = I1, *pVV, - C; pó, (8.1.5) 
将 (8.1.4) 式 对 坟 求 导 , 将 (8.1.0) 式 对 ! 求 导 ， 并 将 所 得 结果 相 减 , 容易 求 得 
vp- 9p. 1 9T, (8.1.6) 


TGuaP Gà» 


这 个 结果 表明 ,如 果 应 力 张 量 T; 的 二 阶 导数 不 全 为 零 时 ， 则 (8.1.6) 式 是 一 个 非 齐 
次 波动 方程 ， 即 存在 密度 波 的 辐射 源 。 显 然 ， 这 个 方程 的 解 可 写 为 


2) dr, (8.12) 


1 2 
,有 一 Do = T,| R.t- 
PG Ds ucl ( CÇ, )ir-Ri 


axax, ° 
Xm . 
Ir- Riz (Q5 - X)! +(x, = XY +G, - X, 
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b, r, R 分 别 为 场 坐标 矢量 和 源 坐标 矢量 (图 8.1), z, 为 源 体积 , 在 这 个 体积 内 源 
函数 不 为 零 。 现 在 来 讨论 解 (8.1.7) 的 物理 意义 。 


r(x,x:26) 


RQGXX) 


Tr 


图 8.1 源 坐 标 与 场 坐 标 
如 果 有 一 个 非 齐 次 波动 方程 的 一 般 形式 为 


Pg» Ga (8.1.8) 
那么 它 的 推迟 解 可 写 为 
ERE _Ir-RN de, 
P-a Lin. = | 车 (8.1.9) 


如 果 源 函 数 g(R,D = qoexp[j tk，R]， 将 它 代 入 (8.1.9) 式 可 以 看 出 ， 源 体积 tk 内 
存在 分 布 性 的 简 谐 点 源 ， 其 源 强 为 go， 在 点 的 场 是 tr 内 这 些 点 源 的 贡献 ， 如 果 
aR, 不 是 简 谐 的 ,而 是 一 般 波形 ， 则 可 以 将 它 展 成 傅 里 叶 积分 , 积分 号 下 的 被 积 


函数 却 是 简 谐 的 ， 如果 将 (8.1.9) 式 中 的 qR, oaf), 则 辐射 场 (8.1.9) 可 以 看 


à 
成 在 mx 内 存在 分 布 性 的 偶 极 子 源 在 场 点 的 贡献 。 如 果 将 qR, | 将 


它 代入 (8.1.9) 式 中 , 则 它 所 表示 的 辐射 场 是 tr 内 分 布 性 的 四 极 子 在 场 点 的 贡献 ， 
根据 这 些 讨论 可 以 知道 ， 莱 特 希 尔 积分 (8.1.7) 表 示 的 辐射 场 是 在 源 区 域内 存在 分 
布 性 的 四 级 子 辐射 源 在 场 点 的 登 加 所 造成 的 。 此 外 ， 由 (8.1.5) 式 可 见 ， 起 伏 应 力 
Tj 是 在 全 部 流体 应 力 中 扣除 线性 压力 之 后 剩 下 来 的 几 部 分 ,其 中 包括 黏 滞 应 力 、 
雷诺 应 力 以 及 热力 学 压力 的 非 线性 部 分 。 因 此 ,对 于 理想 流体 来 说 ,Tj 是 二 阶 量 ， 
对 于 实际 流体 来 说 ,只 要 吾 灌 系数 为 一 阶 小 量 , T; 仍 为 二 阶 量 。 此 外 ， 由 (8.1.4) 式 
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和 (8.1.5) 式 可 以 看 出 另 一 个 重要 事实 : 即使 在 理想 流体 中 不 存在 声波 ， 只 要 非 均匀 
雷诺 应 力 PVV 这 一 项 不 为 零 (这 里 V，V, 是 流体 的 质点 速度 ,它们 不 一 定 是 由 于 
声 扰动 产生 的 )， af 7, 


xz je 于 是 (8.1.7) 式 所 表示 的 辐射 场 不 为 零 ,从 而 辐射 


声波 ， 即 为 所 谓 流体 动力 发 声 的 现象 。 
当场 点 离 源 区 域 很 远 时 ，1r-R1? 很 小 ,于 是 (8.1.7) 式 可 以 简化 为 


ra) as, 
nfr G -R| (8.1.10) 


po 2 


RE: 4nC; Oxóx, 


TR 


上 式 即 为 著名 的 莱特 积分 的 远 场 表 示 式 , 下 面 给 出 (8.1.10) 式 的 证 明 。 
在 (8.1.7) 式 中 ，r 和 RR 分别 为 场 坐标 和 源 坐 标 , 而 积分 号 下 的 变量 R =X, X 
X3) 是 源 坐 标 。(8.1.7) 式 表明 ,在 对 Xi, XRF, r =( xi, x2 xz) 和 上 都 保持 不 变 。 现 


ERMEL- MMRR È, 它 表示 在 对 X, 求 导数 时 , 保持 :和 | R-r | 不 变 , 按 
照 这 个 符号 规则 , (8.1.7) 式 中 的 被 积 函 数 为 


=: 
po» sk 
I c J|- (8.1.11) 


Ir-R|9XƏX, | ° 


nr 


— O /.rRr, 8.1.12 
2 (R,r,t) ( ) 


REI IURE X 在 它 对 函数 F(R, r, 0 进行 运算 时 ， 要 想 保持 1 r -R | 不 变 ， 


必定 要 求 在 对 六 求 偏 导数 时 , 产生 羡 相 应 的 项 才 行 , 即 


BF _ƏF ar 
F _ƏF oF 8.1.13 
SX. OX, Ox (6329) 
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RP, 的 = = 为 通常 的 偏 导数 符号 ， 第 一 项 表示 在 源 坐标 变化 时 保持 场 坐 


标 不 变 , 第 二 项 则 相反 。 容 易 验 证 (8.1.13) 式 , 即 如 果 按照 这 个 式 子 运算 , Ur -R | 的 


确保 持 不 变 ,因为 


Or_RE- OIr_RI 
ox, 


根据 (8.1.10) 式 , 二 阶 算 符 为 


er oF oF oF AF 


= + + + 
EX8X), 0XX, AXdx, OX x, Oxox, 


将 (8.1.11) 式 ~(8.1.14) 式 代入 (8.1.7) 式 , 可 得 
Ptr.) -po === Í. aa iie 
"eri ace 
ri ar 


1 92? In 
thc [3 LEER 


式 中 


为 Ti 的 推迟 式 。 


(8.1.14) 


(8.1.15) 


(8.1.16) 


显然 ，(8.1.15) 式 右 端的 前 3 个 积分 中 的 被 积 函数 总 可 以 表示 为 相应 矢量 的 散 
RE, 如 果 它 们 满足 散 度 定理 的 条 件 , 则 可 将 这 3 个 体积 分 化 成 沿 闭合 表面 的 面积 


分 , 即 


[v'Aaz, = lim f, Aas 
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如 果 坟 足够 光滑 且 随 距离 衰减 高 于 一 次 方 ， MŽ R~ ort, 3 个 面积 分 都 一 致 地 趋 
XT, 从 而 在 (8.1.15) 式 右 端 只 剩 下 最 后 一 项 , 它 即 为 (8.1.10) 式 所 表示 的 莱特 希 
尔 远 场 积分 。 


82 ”两 正 交 准 直 束 的 声 散射 声名 


1956 年 英 加 尔 德 (Ingard) 和 普 赖 德 莫 尔 (Pridmore)- 布 朗 (Brown) 首 先 提出 了 声 
散射 声 的 概念 ,他 们 讨论 的 是 两 个 准 直 束 的 相互 作用 ， 两 个 速度 的 一 阶 声场 的 传 
播 方向 是 互相 垂直 的 ， 其 定义 为 


Va =V cos(kx—QD), lyl<a (8.2.1) 
Vo =Vocos(k,y-@Qt), Ixl<a (8.2.2) 


式 中 , o 和 ?为 两 个 波 的 角 频 率 ， 和 和 如 为 相应 的 波 数 , a 为 常数 ， 由 此 可 见 ， 所谓 
准 直 束 实 为 限制 于 某 个 条 状 域内 的 平面 波 。 忽 咯 黏 滞 , 利用 气体 绝热 方程 作为 态 
方程 , 将 这 些 关系 式 代入 莱特 希 尔 积分 (8.1.10) 式 , 而 则 借助 于 (8.1.4) 式 , 经 过 
积分 运算 ， 最终 得 到 散射 压力 场 为 


Vv (@ tay ehto ; 

PSG: AZ Pa 

OA CE 0 
sina sin J 


X[sin28 2(7^-1)) (8.2.3) 


a f 
xm, DAE, “+” SOPSCERUEN r-xy, cos — x/r, 以 及 


a =k, - (k, +k,)cos ð] 
2 (8.2.4) 
B= -3 +k, )sindF k] 


TR, 4 a=p=0 时 , (8.2.3) 式 达到 极 大 值 ， 这 时 定义 了 二 个 极 大 方向 
k 


s0=—— 
二 
k, 


kik 


(8.2.5) 


sing—t 
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通常 将 它们 称 为 都 卜 勒 角 , 在 这 两 个 方向 上 , 散射 声 达到 极 大 值 。 由 (8.2.3) 式 可 以 
看 出 , 它 的 右 端 一 般 不 为 零 ， 这 说 明 两 正 交 准 直 束 的 相互 作用 时 , 在 它们 的 公共 
区 之 外 有 声 散 射 声 产生 ,他 们 的 实验 结果 也 支持 了 其 理论 结果 。 


83 ”两 列 平面 波 的 声 散射 声 “9 


1957 年 , 韦 斯 特 维尔 特 发 表 了 两 篇 文章 , 对 英 加 尔 德 等 的 上 述 结果 表示 了 不 
同 的 看 法 , 他 认为 上 面 的 理论 中 (8.2.1) 式 和 (8.2.2) 式 作为 一 阶 场 不 满足 莱特 希 尔 方 
程 推导 条 件 ， 因 为 后 者 要 求 一 阶 场 满足 齐 次 波动 方程 。 以 后 将 会 看 出 , WARME 
不 满足 这 个 条 件 , 而 且 在 波束 界面 上 出 现 不 连续 性 的 偶 极 源 。 

为 了 避免 上 述 麻烦 ， 韦 斯 特 维尔 特 选 用 了 平面 波 作为 一 阶 场 ， 从 莱特 希 尔 方 
程 (8.1.6) 出 发 ,根据 逐 步 近 似 方法 ， 得 到 了 一 个 二 阶 场所 满足 的 非 齐 次 波动 方程 ， 
由 这 个 方程 的 推论 ， 两 个 非 平 行 波 的 一 阶 场 在 公共 区 之 外 不 存在 二 阶 散射 波 , 这 
里 所 说 的 推论 指 两 平面 波 公 共 区 之 “外 ”没有 实际 意义 。 下 面 将 介绍 他 的 理论 。 

对 于 理想 流体 ， 二 阶 应 力 张 量 Ti 可 写成 


T, = PVV, + pô; - CÚ (P - Po)Ô; (8.3.1) 
式 中 ，p= P-p CL AEK, 它 是 流体 动 压力 与 静 压力 之 差 。 将 p RRO- p) B 
级 数 
p= £X£) w- (83.2) 
ku a P= 


为 书写 简便 起 见 ， 下 面 将 (p- po) SIX p,, 而 将 (8.3.1) 式 中 的 p 5A p, p ° H 
(8.3.2) 式 代入 (8.3.1) 式 , 即 可 得 到 


T, = (ps + p) VV, XL Hs E pr6, (8.3.3) 


将 (8.3.3) 式 代入 (8.1.6) 式 ,并 在 所 得 方程 中 仅 保留 到 二 阶 项 ， 容 易 得 到 


129 1f9:P 
Dp =- [i xen M, «Az aa) (8.3.4) 
P=Po 


式 中 , 将 密度 p Sp + p + p, + BE 
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Dp -Dv, =0 (8.3.5) 


AF, p, 为 二 阶 密度 场 , 0? = e 为 达 明 1 贝尔 算 子 ，W 为 一 阶 速度 场 的 


第 j 个 分 量 。 将 (8.3.4) 式 中 的 量 写 成 矢量 ,假设 流体 的 流动 是 无 旋 的 ， 即 认为 
VxV =0, 于 是 (8.3.4) 式 可 以 改写 成 


OD’p,=-poCe [en +V VV + 一 ivo )| 
-Lc2 的 vy (8.3.6) 
2 P=Ppo 
式 中 , Vi 为 一 阶 速度 场 和 撩 量 。 利用 一 阶 场 满 足 的 齐 次 波动 方程 (8.3.5) 以 及 相应 的 连 
续 性 方程 和 运动 方程 


a3 
V-V =- T 


aV 
EA 


代入 (8.3.6) 式 , 可 得 


Dp, - C24? E- V! | 20 p| — SE. (8.3.7) 
ap pps 


式 中 
1 
T-jAVi 


otaca gas 
E=T+@ 
分 别 为 一 阶 场 的 动能 密度 、 势 能 密度 及 全 部 能 量 密度 。 
现在 将 上 述 结果 用 于 两 个 一 阶 场 相 互 作用 的 情况 , 这 时 有 
V, =V,, +V;; J 


(8.3.9) 
A = Pa + Po 
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RP, Vi 和 Wi 为 两 个 一 阶 场 的 速度 向 量 , 其 中 第 一 个 下 标 表示 一 阶 场 的 意思 , 第 
二 个 下 标 表示 两 个 波 。 将 (8.3.9) 式 代入 (8.3.8) 式 , 可 得 
T=L pV? «VÀ V, -V,]=T, +T, +T, 
2 (8.3.10) 
e- ind * Pu +2PaPal= hi +ó, * d 


式 中 , Th, Ta 和 Tiz 分 别 为 第 一 个 波 的 一 阶 动能 、 第 二 个 波 的 一 阶 动能 和 这 两 个 波 
的 相互 作用 动能 。 同 理 ，gu，9gz 和 .分 别 为 两 个 波 的 各 自 的 势能 以 及 它们 的 相 
互 作用 势能 。 

对 于 二 阶 场 , 我 们 也 作 如 下 的 分 解 (不 考虑 分 频 波 ): 


D> = Pn t pz + p, (8.3.11) 


RP, pa 为 第 一 个 波 的 自作 用 二 阶 密度 场 ，pz 为 第 二 个 波 的 自作 用 二 阶 密度 场 ， 
,为 两 个 波 的 相互 作用 密度 场 , 前 两 者 相应 于 二 阶 谐 波 场 ,最 后 一 个 相应 于 和 频 
与 差 频 波 场 。 

将 (8.3.10) 式 和 (8.3.11) 式 代入 (8.3.7) 式 , 可 以 得 到 3 个 非 齐 次 波动 方程 式 ， 即 
两 个 关于 二 阶 谐 波 的 非 齐 次 波动 方程 和 一 个 相互 作用 (和 差 频 ) 的 非 齐 次 波动 方程 ， 
但 我 们 有 兴趣 的 是 声 散 射 声 的 问题 ， 即 两 个 波 的 相互 作用 场 , 它 相应 的 波动 方程 
可 写 为 

EF p, = CO E, -—2V°[T,, +(B DA] (8.3.12) 
式 中 ，B 为 非 线性 系数 , E, - 7,5; +Ó ° 

对 于 简 谐 波 来 说 , PT WHERE HT e" A e, 利用 它们 的 连续 性 方 

程 和 运动 方程 ,容易 得 到 下 面 几 个 式 子 : 


= G a ta)?T, (8.3.13) 


V8, = p; Colpa V^ pa + Pa V? Pa *2V p, * V2] 


=—2a,C; k= ati tel Ae] (83.14) 


从 这 两 个 式 子 可 得 


V°, uu = E I, - 6.1 (8.3.15) 
另 一 方面 , B 
i34. ia, 
C d ca 
以 及 
Vs eI + h h- atar (iaa 
于 是 有 
Ya, rE une, -arag E m ay Ta (8.3.16) 


从 (8.3.15) 式 和 (8.3.16) 式 中 消去 (Ti —ó,), 最终 得 到 


t 1 2m 
Vh Ek [ng D zs (8.3.17) 
5 
但 
1 2n, 
C; or 
于 是 有 
VT, - 26, -ofr £ dta «| (83.18) 


如 果 两 个 一 阶 场 都 是 无 限 延伸 的 平面 波 ， 它 们 的 传播 方向 的 交角 为 9， 利 用 运动 
方程 和 物 态 方程 ， 容 易 得 到 


To 7 6; cos (8.3.19) 


代入 (8.3.18) 式 , 可 以 解 出 
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十 
V8, = (cos ó—1) ers. E: P «| (8.3.20) 
vip, =<? lr + a + as 
T = S 0-1 | Ta + 2 ó: (8.321) 


将 (8.3.20) 式 和 (8.3.21) 式 代入 (8.3.12) 式 ， 并 应 用 (8.3.14) 式 ， 可 以 得 到 


Dp, °] C? E, + 0997 8*1 Vs . 
p, le "ens Dae V fs (83.22) 
解 可 写成 
=C2E, 4 0089-*1 y; .3. 
p, = Co En Coso- aa, $2 (8.3.23) 


对 于 和 频 散 射 波 ， 上 式 取 正 号 ， 对 于 差 频 波 ， 上 式 取 负 号 。(8.3.23) 式 即 为 声 散射 声 
的 韦 斯 特 维尔 特 简 谐 平 面 波 相互 作用 解 , 或 者 是 一 列 平面 波 对 另 一 列 平面 波 的 散 
射 解 。 从 这 个 结果 可 以 看 出 , 如果 zz#=0， 则 只 有 在 两 列 波 的 公共 区 之 内 才 有 
p, 0, 但 在 公共 区 之 外 ， 杞 ;= V8, -0, 使 得 p, = 0， 即 在 公共 区 之 外 没有 声 散 
射 声 。 韦 斯 特 维尔 特 所 指 的 声 散射 声 是 由 非 达 朗 贝尔 源 函数 所 产生 的 ， 即 这 种 源 
函数 不 可 以 表示 成 口 f,f 是 另 一 个 函数 。 

如 果 加 =0，, 尽管 在 公共 区 之 外 局 ; = Và, = 0, 但 由 于 这 时 (8.3.23) 式 右 端 第 
二 项 的 分 母 为 零 , 有 可 能 使 得 公共 区 外 的 声 散射 声 不 为 零 , 这 相当 于 声 参 量 阵 的 
情形 ， 这 个 问题 将 在 第 9 章 作 详细 讨论 。 

由 此 可 见 ， 当 两 列 平面 波 的 传播 方向 不 同时 , 在 公共 区 之 外 没有 声 散 射 声 。 应 
当 提 一 下 ,尽管 韦 斯 特 维尔 特 的 解 推导 较为 严格 , 条件 一 般 ( 只 是 假设 一 阶 场 为 平 
面 波 , 流体 运动 是 无 旋 的 ), 但 由 于 他 使 用 的 一 阶 场 是 两 个 无 限 延伸 的 平面 波 , 它 
们 的 公共 区 之 “外 ”是 没有 实际 意义 的 , 因此 上 述 结果 所 说 的 “在 公共 区 之 外 没 
有 声 散 射 声 ” 只 能 是 一 种 推论 ， 严 格 说 来 , 实验 上 是 难以 验证 的 。 

以 上 是 从 波动 方程 源 函 数 的 性 质 来 讨论 声 散 射 声 的 , 现在 来 求 韦 斯 特 维尔 特 
方程 的 解 。 显 然 , 在 二 级 近似 下 , 方程 (8.3.7) 的 右 端 总 是 两 个 一 阶 场 或 者 一 阶 场 的 
导数 的 乘积 (包括 它们 之 间 的 乘积 )， 而 一 阶 场 都 是 简 谐 平面 波 , 面 由 叠加 原理 ， 非 
齐 次 波动 方程 的 源 项 总 可 以 写成 一 个 常数 乘 以 Pup 形式 的 又 加 ， 从 而 求 得 每 个 
源 项 所 对 应 的 特 解 ， 而 它们 的 线性 组 合 即 为 (8.3.7) 式 的 特 解 ， 鉴 于 上 述 讨 论 , 我 们 
总 可 以 将 要 解 的 非 齐 次 波动 方程 写成 如 下 的 形式 (省 去 常数 因子 ): 
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Vip, + K'p, = pipo (8.3.24) 
该 两 个 一 阶 场 的 传播 方向 的 夹 角 为 6, (6, 0) , 则 


一 ia- 
NUS mer e (83.25) 
令 上 式 的 特 解 为 
s, = Age Athena (8.3.26) 
式 中 
Q-aoto, (8.3.27) 
将 (8.3.25) 式 和 (8.3.26) 式 代入 到 (8.3.24) 式 ， 有 
A i (8.3.28) 


TK (k £k, cos — Ki sind 
RP, K-k kk, 为 相互 作用 所 产生 的 组 合 波 ( 和 差 频 波 ) 的 波 数 。 由 (8.3.26) 式 加 
上 齐 次 方程 的 通 解 便 构 成 全 部 解 


p, = el ( Ag hta + A e-IKGcndoyinD] (8329) 


RF, 第 二 项 为 齐 次 解 ， 它 是 频率 为 2 、 波 数 为 K. ERIA ó ü F UR, 一 般 
来 说 , 它 与 特 解 所 对 应 的 平面 波 的 传播 方向 不 同 ， 只 有 在 


[K cos 2 — (k, +£ k,cos6,)]x +[K sin V- k, sin hly = 常数 


方向 上 两 个 波 构成 同方 向 的 平面 行 波 。 另 外 , 如 果 上 式 中 z 或 者 》 前 面 的 系数 为 零 ， 
则 给 出 所 谓 多 普 勒 角 。 上 面 的 讨论 是 当 芭 关 0 时 的 情形 , fn 0-0, 解 (8.3.26) 不 
成 立 , 但 这 时 的 波动 方程 (8.3.24) 成 为 


V?p, +K?’ p, 2e) (8.3.30) 


利用 第 7 章 中 的 变动 参数 法 ， 容 易 求 出 (8.3.30) 式 的 特 解 : 


Pss zx" ij (8.3.31) 


齐 次 方程 的 通 解 可 表示 为 
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NL d (8.3.32) 


在 此 以 前 我 们 只 取 齐 次 解 中 的 一 项 (一 般 来 说 应 是 两 项 )， 考 虑 到 波 数 为 复数 时 解 
要 满足 无 限 远 处 的 辐射 条 件 ，(8.3.32) 式 中 的 常数 4 要 由 源 条 件 来 确定 。 一 个 平面 
波 的 声 源 是 一 个 无 限 大 的 平面 , 实际 上 不 可 能 实现 , 但 当 声 源 的 尺寸 比 波长 大 得 
非常 多 时 ,可 以 近似 地 认为 它 是 平面 波源 。 设 在 源 平面 上 二 阶 谐 波 尚未 产生 , 故 有 


Ps o7 (Ps0 + P). = 0 


解 得 
1 
4= 一 - 
8jK° 


于 是 


=l xeka- 
573 r š 

故 两 个 同 向 平面 波 的 声 散射 声 是 有 积累 效应 的 波 , 如果 两 个 波 的 夹 角 不 为 零 ， 即 

使 存在 声 散射 声 ， 它 也 没有 积累 效应 。 


84 ”两 正 交 准 直 束 相互 作用 的 一 般 讨论 中 


由 8.2 节 和 8.3 节 的 结果 可 知 ， 声 散射 声 的 问题 存在 两 个 根本 对 立 的 结论 , 为 
了 进一步 研究 这 个 问题 , 我 们 仍 以 英 加 尔 德 等 采用 的 准 直 束 作 为 一 阶 场 , 但 是 用 
阶 跃 函数 来 表示 它们 ， 并 将 它们 代入 韦 斯 特 维尔 特 方程 (8.3.6) 求 解 ， 目 的 是 要 看 
一 看 如 果 有 二 阶 场 ， 其 辐射 源 函数 属于 什么 性 质 的 ? 

我 们 讨论 的 一 阶 场 是 类 似 于 (8.2.1) 式 和 (8.2.2) 式 所 表示 的 两 个 正 交 准 直 束 , 为 
了 使 问题 更 为 一 般 化 , 假设 两 个 束 的 宽度 分 别 为 a 和 b， 即 假设 两 个 一 阶 密度 场 分 
别 为 


pa =e" PU (y b) -UCy - B)] } 


(8.4.1) 
Pia = eX" 5"[U (x & a) -U (x - a)] 


其 中 


1，x>0 


vw- 25 


(8.4.2) 
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是 阶 跃 函 数 , 而 它 的 导数 U(x) = 6(x) 为 狄 拉克 函数 。 
利用 (8.3.6) 式 , 只 取 两 个 波 的 相互 作用 项 ( 即 不 讨论 二 阶 谐 波 项 ), 但 由 于 
Vu ° Viz=0, 于 是 在 (8.3.6) 式 中 取 V? =0, 应 用 连续 性 方程 , (8.3.6) 式 可 简化 为 


Dp,- afo- PW? qup) -up E (84.3) 
co 
将 (8.4.1) 式 代入 上 式 , 因为 
Papane" 
故 (8.4.3) 式 可 改写 为 
V'p, + Kp, = p; (Q- BV (PaPa) + K' PaPa? (8.4.4) 


式 中 ，K =h 土 &，“ 土 ”号 对 应 于 和 差 频 ，B 为 介质 的 非 线性 系数 。 
为 了 求解 这 个 问题 , 将 o, 展 成 二 维 傅 里 叶 积分 ， 即 


P= Í [e (koe "m dk, ak, (84.5) 
P 


将 这 积分 代入 (8.4.4) 式 左 端 ,将 (8.4.1) 式 代入 (8.4.4) 式 的 右 端 ， 从 而 得 到 一 个 积分 
方程 ， 对 它 进行 一 次 逆 傅 里 叶 变换 ， 就 可 以 得 到 办 (ks) 的 表示 式 , 再 将 它 代 入 
(8.4.5) 式 右 端 便 可 以 得 到 ps, CITRA 


Ds(x,y)=W(x,y)+ f(x, y) (8.4.6) 
式 中 


Way) =p fe- ps Bum DK? uk — 


x[U(x+a) -U(x- AUG+D UO- (8.4.7) 


JQG-»k* £A _ 
Ton kh its j 


y Sin, — k,)b sin(k, x K,)a i-i, 


” dk,dk 
m,-k) a, xk) ^m 849 


其 中 应 用 了 积分 关系 式 
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j sink, —k,)b sin(k, + k.)a e 
一 mk, -kh) z(k, +k) 
-[U Ga) -U (x — aJIU y b) -U (y — bye? (84.9) 


从 (8.3.23) 式 容易 证 明 ， 只 要 在 (8.4.7) 式 中 令 方 括号 中 的 因子 等 于 1, 则 剩 下 来 的 式 
子 即 为 (8.3.23) 式 所 表示 的 场 ， 另 外 ,容易 看 出 , 因子 [U(x+a)-U(x-a)] 
[U(y+b)-U(y-b)) 表示 了 两 个 准 直 束 相交 的 公共 区 ， 故 (8.4.7) 式 表示 了 韦 斯 维 
尔 特 的 平面 波 解 在 互相 垂直 的 有 限 束 情况 下 的 声 散射 声 ， 显 然 ， 这 部 分 场 在 公共 
区 之 外 为 零 , 我 们 称 它 为 局 部 散射 场 , 也 有 人 称 其 为 惯性 场 。 现 在 来 研究 (x, y) 
的 性 质 ,如果 它 是 辐射 场 ， 即 它 在 公共 区 之 外 不 为 零 ， 则 要 进一步 探讨 它 的 辐射 
源 的 性 质 。 

根据 广义 函数 理论 可 以 知道 , 对 于 任何 逐 段 光滑 的 函数 g(x) ， 只 在 它 在 
(~m%,%) 内 绝对 可 积 , 则 恒 有 


jk, 
"dk,dk, 


I NE = gG) (8.4.10) 


或 者 说 


lim sin N(x- x) 
N= m(x-Xx) 


RP, 符号 “二 ”为 弱 收 敛 。 在 (8.4.8) 式 中 令 束 宽 ab 一， 应 用 (8.4.10) 式 
容易 得 到 


= ó(x— xo) 


Jim £6») -0 


这 个 结果 表明 ， 当 ab 一 一 ， 即 公共 区 的 边界 或 者 有 限 束 的 边界 趋向 无 限 远 处 时 ， 
f(x,y) 逐渐 消失 。 根 据 莱 特 希 尔 理论 ， 声 散射 声 应 该 是 由 于 公共 区 内 按 体积 分 布 
的 四 极 子 辐射 源 在 场 点 所 产生 场 的 登 加 效应 。 当 a, b 增 大 时 , 四 极 子 源 的 数目 增 
K, 于 是 在 公共 区 内 总 可 以 找到 一 些 场 点 , 其 f(x,y) 不 等 于 零 。 但 上 述 结果 表明 ， 
只 要 a, 一 ,公共 区 内 任 一 有 限 远 处 的 场 点 f(x,y) 恒 等 于 零 , 这 一 事实 的 唯一 
解释 是 ， 产生 这 个 辐射 场 的 源 不 是 按 体积 分 布 的 ， 而 是 分 布 在 公共 区 的 边界 上 ( 即 
分 布 在 波束 边界 上 )。 
另外 , 将 (8.4.1) 式 代入 波动 方程 ， 容 易 得 到 
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Tp = etato io +b)- ó(y -b)] 

3 (8.4.11) 

EF: = een 3.0 796-2) 
x 


即 一 阶 场 准 直 束 不 满足 齐 次 波动 方程 ,它们 在 自己 的 束 边界 上 存在 着 面 源 , 因此 ， 
fw,y) 是 这 些 面 源 的 贡献 。 正 如 前 面 指出 过 ,莱特 希 尔 方程 的 应 用 条 件 是 ， 一 阶 
场 满足 齐 次 波动 方程 , (8.4.11) 式 表明 , 准 直 束 不 满足 这 个 条 件 ,它们 在 边界 土 a 和 
xb 上 有 面 辐 射 源 ， 于 是 可 以 断言 ， 理 论 上 出 现 f(x,y) 20 这 部 分 辐射 场 ， 实 际 
上 是 由 于 选用 了 不 符合 条 件 的 一 阶 场所 造成 的 。 
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根据 前 面 的 结果 可 知 ,如果 两 个 一 阶 场 满足 齐 次 波动 方程 ,它们 就 不 会 产生 
声 散射 声 的 现象 , 基于 这 一 概念 特 里 维特 (Trivett) 和 罗杰斯 (Rogers) 四 设计 了 一 列 
平面 波 和 一 列 有 限 宽度 的 行 波 脉冲 的 相互 作用 , 通过 计算 机 模拟 ， 得 到 了 声 散 射 
声 ， 由 于 这 两 个 一 阶 场 都 满足 齐 次 波动 方程 , 这 就 使 得 他 们 有 理由 反对 前 面 的 结 
论 。 

为 了 弄 清 上 面 提出 的 现象 , 我 们 来 分 析 这 个 问题 * "为 简单 起 见 ,假设 这 两 
个 二 阶 场 的 传播 方向 互相 垂直 。 在 (8.1.6) 式 的 莱特 希 尔 方程 中 进行 一 次 傅 里 叶 变 
换 ， 即 


lu 
= don do (8.5.1) 
于 是 有 
[m 1 9T, 
r Ei = t 8.5.2 
iiu c P C? 9x9xi Ë ) 


式 中 ,万 及 五 分 别 为 p 和 ,的 依 里 叶 变 换 。 利 用 (8.4.3) 式 , 令 


于 是 (8.5.2) 式 可 以 写成 
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VP+ ss =P=; fa- BV (p,n) + a Zar) (8.5.3) 


RH, CHER, p, 和 p, 为 两 个 一 阶 场 ,， 上面 的 一 横 代表 该 宗 量 的 傅 里 叶 变换 。 
如 果 两 个 一 阶 场 是 平面 波 和 平面 波 行 脉冲 ,它们 的 表达 式 为 


py = eri [v (: - + 中 -of = 过 = J 
C C (8.5.4) 


pa = eth 


将 (8.5.4) 式 代入 (8.5.3) 式 , 容易 得 到 


ar a [wo- (asafa- G «Jj «zr del 


(8.55) 
式 中 
&G jit (8.5.6) 
xx 
将 万 展 成 二 维 傅 里 叶 积分 即 
万 = = 所 De "ak at, (8.5.7) 


将 (8.5.7) 式 代入 (8.5.5) 式 ， 再 将 所 得 的 式 子 进行 一 次 逆 傅 里 时 (二 维 ) 变 换 ， 解 出 
ó (K,k) : 


2*5 [o- (a +a) 
Po 


(s -221 )on, noa (en Jej zl 


将 它 代 入 (8.5.7) 式 , 可 得 
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BS———À———m T50- Ta) 
(22s. -ex 9 P. "iN 
ch] -5 
-(2sk eris 
«[e-o((22.) «E Goa 
将 这 个 式 子 代入 到 (8.5.1) 式 , 可 得 


p=; rcm NI [v-a € @,)] 
za) -k+ 
dc (8.5.8) 


a wri 2x4, xvj, 
«[e-o((25.) az (2 ) oy 


考虑 到 介质 总 是 有 一 点 吸收 的 ， 故 计算 (8.5.8) 式 时 可 以 利用 复 变 函 数 积分 法 来 求 
解 , 将 56.(x) 用 (8.5.6) 式 代替 ， 并 且 令 oro, >w, 于 是 有 


p =W, (x, y,t;T) —W,(x, y,t;—T) (8.5.9) 

式 中 
We yt DA [e bre) ariaz PE (8.5.10) 

以 及 
ray=a- a CE2 (8.5.11) 


显然 , Wi 的 被 积 函数 在 复 平面 上 有 两 个 极点 w=0，@。 
第 一 种 情况 : ($09, B:-£- 0, WW, (x, y,t; 7) É W, (x, yz-z) 的 积 
分 路 线 都 取 在 w 的 上 半 平 面 , 这 样 , 不 难 求 出 积分 ， 即 


p= +28; sinar et o-a) 
a 


(8.5.12) 
22, 
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显然 ，(8.5.12) 式 中 没有 外 土 敢 频率 成 分 的 波 。 tir-ž+>0, 表示 信号 脉冲 已 经 
通过 了 x 点 , 因此 其 中 的 p 应 该 是 反 向 散射 , 故 在 这 种 情况 下 , 反 向 散射 中 没有 声 
散射 声 。 

第 二 种 情况 : t-Ž+r<0, t-Ž-r<0, 这 相当 于 脉冲 的 前 沿 刚刚 到 达 x 点 。 
这 时 在 w 平 面 上 将 积分 路 线 都 取 在 上 半 面 , 容易 算出 


p= 


2B; sinar etia») (8.5.13) 
@ 


Taa 
显然 , 式 中 也 没有 相互 作用 波 , 或 者 说 ， 正 向 散射 波 中 没有 声 散射 声 。 
第 三 种 情况 : t-ž+r<0, t-ž-r<0, 这 相应 于 一 阶 场 行 波 脉冲 的 后 沿 已 


通过 x 点 , 而 前 沿 还 没有 到 达 x 点 , 这 显然 违背 因果 规律 , 即 是 不 可 能 发 生 的 事情 ， 
尽管 可 以 算出 下 述 结果 ， 即 


1 eB sjoyiy 
PP= 一 1 一 一 cosWree s 
2p, | a 


+ afa -B) saata sasa, (8.5.14) 
22, 


第 四 种 情况 : - Z +r>0, 全 云 -r<0， 这 相应 于 行 波 脉冲 正 通过 x 点 , 或 者 


说 x 点 是 处 于 两 个 一 阶 场 的 公共 区 之 内 。 在 这 种 情况 下 , (8.5.9) 式 中 的 两 个 积分 路 
线 一 个 取 在 的 上 半 平 面 ,一 个 取 在 下 半 平 面 , 最 终 可 得 


1 @,B jut hay) 
p=-—+——cosar-+e 
2p, | aq 2 
sa-s TAER nne (8.5.15) 
200, 


根据 8.4 节 的 定义 可 知 , (8.5.15) 式 是 局 部 散射 场 或 者 惯性 场 。 

上 述 四 种 情况 表明 ,一 个 平面 波 与 一 个 平面 行 波 脉冲 传播 方向 互相 垂直 时 ， 
其 相互 作用 的 结果 只 是 在 公共 区 之 内 产生 特 解 组 合 波 ， 如 果 行 波 脉冲 宽度 无 限 增 
加 ，(8.5.15) 式 中 的 特 解 组 合 波 将 遍及 整个 空间 再 加 上 齐 次 波动 方程 的 通 解 ， 注 
Xl d, —2/2, 这 时 (8.5.15) 式 加 上 通 解 的 全 部 解 与 (8.3.29) 式 完全 一 致 。 另 外 ,这 
个 结果 也 表明 , 在 公共 区 之 外 ,由 于 波动 方程 的 齐 次 通 解 存 在 , 还 存在 非 积累 效 
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应 的 场 。 


8.6， 声 束 的 相互 作用 中 


我 们 已 经 讨论 了 平面 波 的 声 散 射 声 ,而 实际 上 任何 一 个 换 能 器 辐射 声波 都 具 
有 一 定 的 指向 性 , 如 一 个 具有 无 限 障 板 的 圆 形 活塞 换 能 器 的 远 场 可 表示 为 


eio 


f G,0,9,0 = DO) (8.6.1) 


r 

Sb, r 为 由 换 能 器 中 心 到 场 点 的 距离 ， 为 极 角 ， 它 从 称 能 器 的 对 换 轴 量 起 
DO) 为 换 能 器 的 指向 性 函数 。 由 这 式 子 可 知 , 无 限 障 板 上 的 圆 形 活塞 换 能 器 的 远 
场 辐射 是 有 指向 性 的 球面 波 ， 或 者 称 之 为 球面 波束 。 有 时 换 能 器 的 近 场 贡 献 不 能 
忽略 , 特别 是 当 它 的 瑞 利 距离 较 大 时 更 是 如 此 ,所 谓 换 能 器 的 瑞 利 距离 定义 为 加 
射 面积 除 以 声波 波长 ， 它 是 衡量 近 场 贡 献 的 主要 参数 。 因 此， 一 个 换 能 器 的 辐射 场 
表达 式 必须 既 描述 远 场 又 描述 近 场 , 它 可 以 根据 辐射 理论 给 出 其 积分 表达 式 ， 一 
般 说 来 总 可 以 表示 成 (x,y,z,t) ， 如 果 它 满足 绝对 可 积 条 件 ， 就 能 够 将 它 展 成 伟 
里 叶 积 分 


f yn jj JF, ke tha ak dk, (8.6.2) 


F(k,, ky, kt) 可 以 通过 逆 变 换 求 出 。(8.6.2) 式 的 物理 意义 是 将 任 一 满足 展开 条 件 
的 辐射 场 用 无 限 个 不 同方 向 和 不 同 波 数 的 广义 微分 平面 波 的 全 加 来 表示 。 两 个 波 
束 的 相互 作用 可 以 看 成 它们 各 自 的 微分 平面 波 相互 作 用 的 合 加 ,再 根据 前 面 关于 
平面 波 相互 作用 理论 ， 从 原则 上 说 , 可 以 得 到 波束 相互 作用 的 形式 解 , 但 容易 看 
出 , 得 到 的 将 是 一 个 九重 积分 。 一 般 说 来 , 要 借助 于 近似 方法 (如 多 重 积分 的 越过 
法 ) 才 能 得 到 解析 解 。 以 上 讨论 的 只 就 f(x, yz,D 可 以 用 解析 式 给 出 的 情况 而 论 的 ， 
通常 一 个 活塞 换 能 器 的 辐射 场 本 身 的 表达 式 就 是 一 个 二 重 积分 或 者 面积 分 只 有 
在 远 场 才 可 以 用 (8.6.1) 式 来 表示 ， 因 而 一 个 普 适 性 的 解 式 的 积分 重 数 将 更 高 。 

(8.6.2) 式 是 用 微分 平面 波 的 三 重 积分 来 表示 的 ， 对 于 单 频 简 谐 波 而 言 ,波束 
可 以 用 微分 平面 波 的 二 重 积分 来 表示 ， 因 为 


fyz) = fio y, z)e ie 


将 f(x,y,z) 展 成 
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fiGay,2)= f fra, pent jer] 


上 面 展开 式 有 一 个 特点 , 它 的 每 个 微分 平面 波 都 是 三 维 波 , 并 且 它 们 各 自 的 3 个 
波 数 的 平方 和 都 等 于 k?*，, 这 表明 这 种 展开 式 中 的 所 有 微分 平面 波 传播 向 量 的 长 度 
都 相等 , 不 同 的 是 它们 有 各 自 的 传播 方向 。 式 中 正 负 号 是 保证 积分 不 会 发 散 。 很 
容易 证 明 , 这样 展 开 的 f Gc y zur) 满足 齐 次 波动 方程 。 若 f(x,y,z) 为 球面 波 ， UD 


ak, dk (86.3) 


» 


f.Gx, y, z) = le (8.6.4) 
JU F, 28 
Bk)=— (8.6.5) 
CUT amle-g-e 
而 在 (8.6.3) 中 z>0 时 取 正 号 ，z<0 取 负 号 ,而且 
r=x +y +z? (8.6.6) 


对 于 二 维 波束 , (8.6.3) 式 成 为 


FE) 


4G. = Rk (8.6.7) 


正如 上 面 指出 的 ,将 波束 展开 成 平面 波 的 方法 用 于 声 相互 作 用 时 ， 数 学 上 较为 困 
XE, 特别 是 换 能 器 辐射 场 只 能 用 积分 表达 式 描述 时 更 是 如 此 ,下 面 只 就 换 能 器 的 
瑞 利 距离 很 小 以 至 于 其 近 场 贡献 可 以 忽略 不 计 的 情况 进行 讨论 。 

如 果 有 两 个 靠 得 很 近 的 活塞 换 能 器 或 者 只 有 一 个 活塞 换 能 器 但 通过 波束 旋转 ， 
使 得 两 个 波束 的 对 称 轴 成 一 个 角度 成 ， 于 是 它们 产生 的 源 项 可 表示 为 


Pupa 7 DODO- d) Je to (8.6.8) 
对 于 简 谐 波 , (8.6.3) 式 中 的 五 (ks,ky) 如 (8.6.5) 式 所 示 , 将 它们 代入 到 (8.6.3) 式 , 且 令 
k, =ksinócos@, k,=ksinVsing 


Ju 


k, =kcosð 
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当 k -k-k >0 时 ， 上 述 变换 的 为 实数 , 这 部 分 对 应 的 波 称 为 传播 波 ， 如 果 
K^ -ki-ki «0, 则 2 为 虚数 , 这 部 分 波 称 为 非 均匀 波 。 将 这 个 变换 关系 及 (8.6.4) 
式 、(8.6.5) 式 代入 (8.6.3) 式 , 可 得 


Low =- 共 r [etiem nrbi sinddðdø+ 非 均匀 波 “ (8.6.9) 


r 


xh, 传播 波 表示 了 无 限 多 个 微分 平面 波 , 其 波 数 都 是 k, 但 其 传播 方向 为 (5,9) ， 
并 限制 在 不 同 的 微分 角度 dwdg 内 。 如 果 将 上 述 积分 表示 成 二 重 求 和 的 极限 , 则 有 


lw jk | jk (xsin d cosg, + ysin d, sing, Èzcos ð, ) 
Le l.4. e ua a k; 
r 2r >> 


xsin AD AQ, } + 非 均匀 波 (8.6.10) 


AB, Ag, 0 


利用 这 些 关 系 , 源 函 数 可 写 为 


PaPa = 15 panpa 4x6, +G, +G,) (8.6.11) 
AP G 为 同方 向 传播 的 微分 平面 波 相互 作用 项 , 即 


G= P Ye ettet rint sing, tct) sin? 8 (AB A0,) (8.6.12) 


G, 是 不 同方 向 传播 的 平面 波 相互 作用 项 , 即 


G,= DDD pasa D EE C DE 


nei 


Xe ht tatl Sin, sin 89ABABA9.A@ (8.6.13) 
而 
G3= 非 均 波 的 贡献 
AF, 省 去 了 A& ,Agn… 一 0 的 表示 , 符号 土 表示 和 差 频 , BI K =k ko, MAR 
正 号 , 差 频 取 负 号 , 而 z 前 面 的 土 号 , RUO, 是 当 k. 成 为 虚数 时 要 保证 积分 收 


SX. 根据 前 面 的 结果 可 知 ， 由 于 G 是 同方 向 传播 的 微分 平面 波 的 相互 作用 ，G, 是 
方向 不 同 的 微分 平面 波 的 相互 作用 , 前 者 有 积累 效应 , 后 者 没有 ，G, 是 非 均 匀 波 
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的 贡献 ， 它 在 远 场 影响 很 小 , 故 G, 对 组合 波 的 贡献 是 主要 的 , 下面 只 对 它 的 作用 
进行 评估 。 

将 (8.6.12) 式 代入 到 (8.6.11) 式 ,只 取 其 中 的 G, 部 分 代入 到 非 齐 次 波动 方程 , 其 
特 解 如 下 : 


pa= IPD 2)6,0.9.9 e" ar (8.6.14) 
上 式 对 源 体积 积分 ,K 为 和 差 频 波 数 ， RI 为 从 源 点 到 场 点 的 距离 ,显然 , 这 个 积分 
是 不 易 积 出 来 的 ,下 面 只 就 ps 的 远 场 进行 讨论 。 展 开 R, 

R, = r, —[sin sin à cos(@— @)+ cos2cos 4 ]r (8.6.15) 


式 中 ,为 由 换 能 器 的 中 心 到 场 点 的 距离 ， 芭 和 几 为 与 它 相对 应 的 角 坐 标 ，r，? 
和 多 为 分 布 源 的 球 坐标 。 将 这 个 近似 式 代 入 到 (8.6.14) 式 , 得 到 


p, 7 160,3, g)e S (8.6.16) 
a 


GWD p) =D I [[|pupp(6- &)expt-iKr 


x[sin Əsin 2, cos(Ø — @,) + cos cos 6, 


+sin Əsin J| cos(@ -9) +cos cos ]) (86.17) 
xsin? AU Agr’ sin 9dódgdr 
由 此 可 见 , 散射 组 合 波 ps 是 指向 球面 波 , 其 指向 性 函数 不 仅 依赖 于 球 坐 标 角 
蕊 和 gp， 还 与 两 个 波束 的 交角 苞 ， 因 而 与 原 波 的 指向 性 函数 DC) D(O — w) 紧密 相 
K, 如 果 两 个 波束 指向 性 函数 没有 重合 区 , 则 px =0， 这 就 可 以 理解 两 个 正 交 波 
束 的 声 散射 声 很 小 这 一 事实 。 


8.7” 声 散射 声 的 实验 


为 了 验证 声 散 射 声 的 理论 , 很 多 学 者 进行 了 实验 研究 , 由 于 声 散射 声 的 信 噪 
比较 低 , 实验 上 有 一 定 的 困难 , 因而 不 是 所 有 的 实验 都 是 成 功 的 , 为 节省 篇 幅 起 
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见 ， 本 节 只 介绍 琼斯 (Jones) 和 拜 尔 (Beyer) 的 实验 。 

两 个 X 切 割 的 石英 圆 片 换 能 器 ,其 共振 频率 分 别 为 7MHz A SMH, 其 半径 都 
是 0.9525cm, 将 它们 固定 使 其 主轴 互相 垂直 ,并 产生 宽度 为 15 hs 的 声 脉冲 ， 两 声 
束 在 空间 相交 产生 一 个 公共 区 ， 两 个 声 源 换 能 器 到 公共 区 的 距离 都 是 21.89cm, 
为 保证 两 个 脉冲 同时 到 达 公共 区 , 采用 了 标准 的 脉冲 回声 技术 。 整 个 实验 的 原理 
如 图 8.2 所 示 。 通常 的 实验 中 ， 由 于 接收 换 能 器 对 公共 区 的 张 角 太 大 ， 角度 平滑 效 
应 有 可 能 测 不 出 如 (8.2.4) 式 所 表示 的 多 普 勒 角 方向 上 所 达到 的 极 大 声 压 , 为 此 ， 
在 这 个 实验 中 , 将 接收 换 能 器 放置 在 离 公共 区 足够 远 的 地 方 ,使 它 对 公共 区 的 半 
张 角 为 14'， 而 对 应 于 多 普 勒 角 的 极 大 方向 与 其 相 邻 的 第 一 零点 之 间 的 角度 约 为 
0.5”。 该 设备 在 12MHz 的 检测 能 力 可 达 0.007N / m*， 这 时 的 信 噪 比 仍 有 103B, 
在 实验 改变 接收 距离 范围 为 7-74cm， 两 个 发 射 距离 从 3cm 变化 到 30cm。 测 量 结 
果 没 有 观察 到 声 散射 声 。 


Exa 


-ERE 


换 能 器 2 
82 ” 声 散射 声 实 验 原理 图 


Zo 语 


声 散 射 声 是 指 介质 中 有 两 个 一 阶 声 场 (或 称 为 两 个 原 波 ) 相 互 作用 所 产生 的 组 
合 声波 (本 节 主要 指 和 差 频 波 )， 这 个 问题 首先 是 由 英 加 尔 德 等 在 1956 年 提出 的 。 
他 们 根据 著名 的 莱特 希 尔 积分 ,采用 的 一 阶 场 是 两 个 准 直 束 , 其 理论 结果 表明 ， 
在 两 个 多 普 勒 角 方向 上 声 散 射 声 达到 极 大 值 ， 他 们 实验 (尽管 比 其 理论 值 小 ) 观 察 
到 声 散 射 声 。 正如 上 面 几 节 所 看 到 的 ， 上 述 处 理 在 理论 上 是 有 缺陷 的 ， 因 为 准 直 束 
不 满足 齐 次 波动 方程 ,因而 不 满足 菜 特 希 尔 方程 的 条 件 ， 更 不 满足 莱特 希 尔 远 场 
积分 的 近似 条 件 ， 所 以 韦 斯 特 维尔 特 认 为 英 加 尔 德 等 的 理论 结果 是 由 于 准 直 束 不 
连续 边界 所 产生 的 ,并 认为 英 加 尔 德 等 的 实验 结果 是 换 能 器 产生 的 伪 声 。 本 书 作 
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者 的 工作 证 明 , 准 直 束 的 不 连续 边界 是 产生 声 散 射 声 的 面 源 , 进一步 证 明 ,如 果 
两 个 正 交 一 阶 场 满足 齐 次 波动 方程 (如 正 交 的 平面 波 与 平面 行 波 脉冲 的 相互 作用 )， 
则 不 产生 特 解 性 的 声 散 射 声 。 

韦 斯 特 维尔 特 在 研究 两 个 平面 波 的 相互 作用 时 ,是 通过 非 齐 次 波动 方程 的 源 
函数 性 质 来 评估 的 。 他 认为 ,如 果 源 函数 可 以 写成 达 朗 贝尔 算 符 与 另 一 个 可 微 函 
数 作用 时 , 他 将 这 种 源 函数 称 为 达 朗 贝尔 源 , 它 不 产生 声 散 射 声 ,否则 , 源 函 数 称 
为 非 达 朗 贝尔 源 。 后 一 种 源 才 可 能 产生 声 散 射 声 。 他 所 以 持 这 种 观点 是 认为 , 达 
朗 贝尔 源 只 产生 局 部 场 ， 属 于 非 辐 射 的 ,只 有 非 达 朗 贝尔 源 才 可 能 产生 辐射 场 
韦 斯 特 维尔 特 将 这 种 辐射 场 称 为 声 散射 声 ， 后 一 情形 只 有 当 两 个 平面 波 传播 方向 
相同 时 才 出 现 。 

我 们 认为 ， 两 个 平面 波 传播 方向 相同 时 , 在 非 频 散 介质 中 , 满足 源 条 件 的 解 
是 积累 性 的 场 , 这 是 因为 , 激励 波 (两 个 原 波 ) 以 及 组 合 波 以 相同 的 波 速 和 方向 向 
前 传播 , 使 得 组 合 波 在 其 传播 过 程 中 不 断 得 到 激励 波源 的 补充 和 积累 。 另 外 ， 当 两 
个 平面 波 方向 不 同时 , 波动 方程 的 一 般 解 是 (8.3.29) 式 , 它 的 右 端 花 括号 中 的 第 一 
项 即 为 书 斯 特 维尔 特 所 说 的 局 部 场 , 第 二 项 是 齐 次 波动 方程 的 解 ， 关 于 它 的 贡献 
韦 斯 特 维尔 特 没有 讨论 ,一般 说 来 , (8.3.29) 式 的 右 端 不 恒 为 零 , 但 它 也 不 存在 积累 
效应 。 由 此 可 见 , 韦 斯 特 维尔 特 所 说 的 声 散 射 声 的 有 无 是 基于 有 无 积累 效应 的 场 
的 , 一 般 说 来 , 在 声场 中 有 积累 效应 的 场 总 是 占 主导 地 位 的 。 

一 个 有 限 声 束 总 可 以 展 成 以 平面 波 为 被 积 函数 的 傅 里 叶 积分 , 特别 是 可 以 展 
成 波 数 相同 但 传播 方向 不 同 的 微分 平面 波 的 受 加 ,两 个 波束 的 相互 作用 , 可 以 看 
成 这 些微 分 平面 波 的 两 两 相互 作用 , 它 又 可 分 成 方向 相同 的 两 两 微分 平面 波 的 相 
互 作 用 ， 以 及 方向 不 同 的 两 两 相互 作用 ， 由 于 前 者 是 有 积累 效应 的 ， 故 它们 是 占 
优势 的 成 分 。 对 于 两 个 无 限 障 板 圆 形 活塞 原 波束 的 相互 作用 , 它 的 组 合 波 的 远 场 
是 指向 性 的 球面 波 , 不 具有 积累 效应 。 
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从 第 8 章 的 结果 可 知 ,两 个 一 阶 声场 相互 作用 ,如 果 介质 是 非 频 散 的 ,只 有 当 
它们 的 传播 方向 相同 时 ,在 它们 的 公共 区 之 外 才 有 积累 效应 的 声 散射 声 。 因 为 这 
时 的 两 个 一 阶 场 在 其 公共 区 的 任意 两 点 有 固定 的 相位 差 , 故 形成 相干 的 四 极 子 辐 
射 声 源 。 为 了 简明 起 见 ,我 们 来 看 一 下 两 个 无 限 延 伸 的 平面 波 一 阶 场 的 声 散 射 声 
的 产生 和 传播 过 程 。 在 垂直 于 一 阶 场 传播 方向 的 平面 上 , 它们 产生 的 声 散射 声 具 
有 相同 的 相位 ， 由 于 没有 频 散 效应 ,各 种 频率 成 分 的 声波 以 相同 的 波 速 传播 ， 因 
为 两 个 一 阶 场 在 传播 过 程 中 不 断 产生 声 散射 声 ， 其 正 向 散射 部 分 ( 指 与 一 阶 场 传播 
方向 相同 的 那 部 分 散射 声 ) 同 相 地 有 个 加 到 前 些 时 刻 生成 的 散射 声 上 ,基于 这 样 的 情 
况 , 韦 斯 特 维尔 特 提出 了 声 参量 发 射 阵 的 理论 

众所周知 ,如 果 电 子 元 件 具 有 非 线 性 性 质 ( 即 它们 工作 在 非 线 性 区 ), 在 有 两 
个 频率 信号 通过 它们 时 ， 就 会 产生 二 阶 谐 波 、 和 差 频 波 等 新 的 频率 成 分 如 果 元 件 
不 存在 非 线 性 性 质 ， 这 些 新 成 分 也 就 无 从 产生 。 通 常 将 这 种 通过 介质 参数 而 间接 
激励 起 来 的 信号 称 为 参量 激励 信号 。 由 第 8 章 的 理论 可 知 , 只 有 介质 存在 非 线性 
参数 时 ， 才 可 能 产生 声 散射 声 ， 这 也 许 是 人 们 将 这 种 发 射 器 称 为 声 参量 发 射 阵 的 


理由 。 

设 有 两 束 声 传播 方向 相同 ,第 一 束 声 的 角 频 率 为 m ,第 二 束 声 的 角 频 率 为 @, ， 
在 参量 阵 理 论 中 将 这 两 束 声称 为 原 波 (primary wave), 它们 的 频率 称 为 原 频率 
(primary frequency)。 为 简单 起 见 ， 设 两 个 波束 完全 重合 ， 当 它们 在 介质 中 传播 时 ， 
两 个 原 波 产 生 相互 作用 ， 从 而 出 现 新 的 辐射 源 ,如果 只 考虑 二 阶 相互 作用 , 介质 
中 将 参量 激励 起 2@,2@,10@ -a VRI a + co, 四 种 频率 成 分 的 波 ( 这 里 不 考虑 分 频 
波 )， 而 后 两 个 频率 成 分 称 差 频 波 与 和 频 波 ,它们 是 参量 阵 中 要 讨论 的 主要 成 分 。 

如 果 不 计 及 原 波 传播 速度 的 有 限 振幅 效应 ， 即 认为 它 以 小 振幅 波 的 声速 传播 , 
正如 前 面 说 过 ,由 于 不 考虑 频 散 ， 于 是 差 频 波 沿 声 轴 方 向 将 以 相同 的 速度 与 原 波 
一 起 向 前 传播 , 并 与 原 波 在 行进 过 程 中 不 断 产 生 的 差 频 波 合 加。 可 以 预料 , 在 声 轴 
方向 上 差 频 波 将 达到 较 大 的 值 , 而 在 非 轴 方 向 上 ， 由 于 非 同 相合 加 ， 故 很 小 ,这 就 
会 形成 很 好 的 指向 性 。 


91 韦 斯 特 维尔 特 线 源 参 量 阵 理论 -19 


通常 的 参量 阵 是 用 一 个 特制 的 发 射 换 能 器 向 介质 中 发 射 两 个 原 频 波 ， 由 于 介 
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质 的 非 线性 , 通过 相互 作用 , 产生 了 新 的 频率 成 分 (和 差 频 波 ) 的 辐射 源 ,， 这 些 辐射 
源 向 空间 辐射 声波 ， 由 于 介质 的 吸收 , 在 传播 过 程 中 原 波 振幅 不 断 减 小 而 最 终 消 
R, 在 原 波 消失 过 程 中 , 新 的 辐射 源 不 断 产生 ,但 源 的 强度 是 随 距离 作 指数 衰减 ， 
这 种 性 质 与 天 线 理 论 中 的 指数 束 控 阵 极其 类 似 , 其 辐射 最 大 方向 是 阵 长 方向 , 故 
在 20 世纪 60 年 代 初期 将 它 称 为 指数 束 控 端 射 阵 (taper endfire array)。 下 面 可 以 看 出 ， 
这 种 阵 的 长 度 近似 地 用 az' 来 表示 , 这 里 ar a + G, — 0,0, 05,0: 2 9928 PA EG 
波 以 及 差 频 波 (或 者 和 频 波 ) 的 吸收 系数 。 

下 面 还 将 看 出 ， 韦 斯 特 维尔 特 提出 的 参量 阵 是 一 个 线 源 参量 阵 ， 他 认为 源 是 
分 布 在 一 条 直线 上 的 ,在 理论 推导 过 程 中 , 假设 介质 是 理想 流体 , 介质 对 声波 的 
衰减 只 是 在 求解 波动 方程 时 以 “想当然 ”的 方式 引入 相应 的 衰减 因子 。 此 外 , 在 
处 理 过 程 中 , 没有 考虑 有 限 振幅 效应 , 即 在 讨论 介质 中 的 衰减 时 认为 只 是 小 振幅 
吸收 , 并 且 认 为 不 管 原 频 波 还 是 差 频 波 都 以 小 振幅 波 速 传播 。 而 且 整 个 理论 实际 
上 只 取 到 二 级 近似 。 

根据 莱特 希 尔 方程 (8.1.6), 可 知 


RRR, 得 到 

T, = PVV; + (P — pC2)ó, 
将 Ty 代入 上 式 , 并 且 改 成 用 已 表 示 的 波动 方程 , 即 
19P. 2o 


- VV, 9.11 
Ci an z F soci -P mw D PID 


与 (8.3.6) 式 的 计算 过 程 相同 , 对 于 流体 做 无 旋 运 动 ，VxV =0, 准确 到 二 级 近似 有 
E iy? 
ps T —(@V.v,)= as。 V)y:+V. vvv} 14 Jl 
应 用 一 阶 场 满足 的 方程 式 上 式 可 化 为 
a omae Ca p qi xG. av val; CV? ) (9.1.2) 
9x,9x, ^ 


此 外 ,展开 下 式 到 二 级 近似 


1. ( 9 P P 
-ai (p-Po -- IC Jj. p 
2 ° P Jn " ap? 


P=R+p+p, 


将 这 些 关系 代入 (9.1.1) 式 ， 注意 到 (9.1.2) 式 右 端 花 括 号 中 的 第 一 项 并 不 构成 源 函 数 ， 
因为 被 达 朗 贝尔 算 符 口 ? 运算 的 量 相应 于 齐 次 波动 方程 的 一 个 解 ,不 是 有 源 解 ， 故 
将 它 舍弃 或 者 合并 到 齐 次 解 中 去 ， 由 此 得 到 和 差 频 声 压 p, 应 当 满足 


2 2 
Doc 器 | $£-avw: 
P= ar 


RP, p, Vi 分 别 为 一 阶 压力 ( 声 压 ) 和 一 阶 质 点 速度 矢量 ,为 了 消去 Vi, RW V M p 
满足 平面 波 阻抗 关系 ， 即 


P 


; 
Vs 7E (9.1.4) 
代入 波动 方程 可 得 
-pa 
OD?p,=-p 3 (9.1.5) 
式 中 
eds SP) Ja 
q= py C; Z PC (x NIE: (9.1.6) 


9g 称 为 参量 阵 的 源 强 。 推 导 过 程 舍弃 了 项 口 p?， 因 为 由 (9.1.5) 式 可 以 看 出 , 这 一 项 
可 以 包含 在 波动 方程 的 齐 次 解 中 。 而 在 无 边界 的 情况 下 , (9.1.5) 式 只 有 基 尔 霍 夫 推 
迟 解 这 一 项 ， 即 


p, 2j Í p EL (9.1.7) 


m, ta-di-Z)5 q 的 推迟 量 。 对 于 原 频 率 为 0 和 的 两 个 正弦 波 来 说 , 其 


mom 声 参 量 发 射 阵 。 169 


声 压 为 
p = Poe {cos(@t—kx)+cos(t — k,x)} 


其 中 假设 两 个 原 波 的 频率 很 靠近 , 故 它们 的 吸收 系数 都 近似 写 为 g,， 否则 要 分 别 
写 出 其 吸收 项 。 韦 斯 特 维尔 特 讨论 的 波束 是 截面 积 为 So 于 是 有 dr = Sodx ， 因 为 
只 考虑 和 差 频 波 ，p? — pp 将 这 些 关系 式 代入 (9.1.6) 式 和 (9.1.7) 式 , 根据 图 9.1, 


在 相当 于 辐射 问题 中 的 夫 琅 禾 费 近似 下 ， 即 取 近 似 忆 > ^. 积分 (9.1.7) 可 写 为 
0 


Ra 


r 


6 


x 


dx 
图 9.1 线 源 参 量 阵 


ap As e^ I [etiem (9.1.8) 


Pi 4nR, ° 


RF, o a tak = 部 ,而 
Co 


本 1 mal P Bp 
A2 C, | 1+5 pC — =L 
wac) jt 


` 


b 


1 是 源 强 4 衰减 到 可 以 忽略 时 的 距离 ,如果 


sl. 


2a, 
pu 


p.= A As, 1 3 gia (9.1.9) 
nR, a, — jk, sin? (2) 


* 170，” 非 线 性 声学 


或 者 用 声 强 表示 , 有 


af poSo 1 
=P —X (9.1.10) 
2m p Co Ro +k s (2) 
式 中 ， 为 介质 的 非 线 性 系数 ,通常 定义 
1 
uz (9.1.11) 
为 参量 阵 的 阵 长 。 若 

v=0, =2 |% (9.1.12) 


k 


^s 


则 在 此 方向 上 的 7, Ec 3558077 Eh 34B, #& 5, 28 # BL EER 8) PE PEL SERE 

现在 研究 声 参量 阵 的 性 质 。 由 于 和 频 波 受到 的 吸收 大 , 故 超过 一 定 的 距离 后 
只 有 差 频 波 存在 , 今后 除了 作 特 殊 声明 以 外 , 所 说 到 参量 发 射 阵 只 指 差 频 波 。 

首先 可 以 看 出 ,参量 阵 辐射 场 是 一 种 指向 性 很 强 的 球面 波束 ， 其 束 宽 很 窗 。 例 
Aul, 对 于 平均 原 波 频率 为 100kHz 的 原 波 ， 如 果 使 之 在 水 中 产生 差 频 为 10kHz 的 参 
量 波 , WR g Uf 1.1” 左 右 , 由 此 可 见 , 它 是 一 种 低频 超 指 向 性 的 声 源 。 

其 次 , 根据 理论 公式 (9.1.10) 式 可 知 ,参量 阵 指向 性 图 没有 旁 辩 。 

另外 一 个 特点 它 是 一 个 宽带 声 源 ,， 如 当 原 波 的 频率 只 变化 10%， 则 差 频 波 就 
可 能 变化 若干 个 倍 频 程 , 因此 它 有 很 大 的 信息 容量 有 可 能 获得 很 高 的 信号 处 理 
Hi. 

它 的 缺点 是 效率 低 ， 这 个 问题 也 可 以 这 样 来 认识 ， 即 参量 声 源 之 所 以 能 有 上 
述 优 虑 , 正 是 以 损失 能 源 为 代价 的 ,也许 这 些 优 点 在 其 他 场合 即使 花 很 大 代价 也 
换取 不 到 。 

在 韦 斯 特 维尔 特 提 出 参量 阵 的 理论 之 后 不 久 ， 贝 林 (Bellin) 和 和 拜 尔 从 实验 上 很 
快 证 实 了 它 的 存在 加。 他 们 用 一 个 直径 为 lin(lin=2.54cm) 的 石英 晶体 ， 其 共振 频率 
为 13.5MHz, 发 射 两 个 原 频 波 的 频率 分 别 为 13MHz 和 14MHz, 用 一 个 很 小 的 柱 形 


詹 酸 包 捷 收 换 能 器 (下 in F£, x in Kikk, 在 水 中 测量 了 差 频 声 压 及 其 指向 性 ， 


并 定性 地 证 实 了 参量 阵 理 论 的 正确 性 。 其 实验 结果 与 理论 比较 见 图 9.2 和 图 9.3 
中 , 9.2 中 的 实 线 是 理论 值 , 虚线 是 实验 值 , 图 9. 3 中 的 黑 点 是 实验 值 ,直线 是 理论 
值 。 由 实验 结果 可 见 ,指向 性 的 实验 值 比 理论 值 尖锐 。 但 从 实验 设备 的 情况 容易 
看 出 , 测量 点 是 在 发 射 换 能 器 的 瑞 利 距离 之 内 ， 即 在 原 波 近 场 之 内 ， 而 理论 应 在 


— 
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差 频 的 远 场 才 正 确 。 


1.0 


Ji=14MHz =13MHz 1.5 2.0 
一 一 理论 ”一 一 一 实验 fjMuz 
图 9.2 水 中 参量 阵 指向 性 的 理论 与 实验 比较 93 ”水 中 参量 阵 的 半 压 力 角 与 差 频 频率 
的 关系 


黑 点 中 实验 值 ， 真 线 是 理论 斜率 
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9.1 节 在 求 得 (9.1.9) 式 时 , 应 用 了 > = 即 到 场 点 的 距离 比 参 量 阵 的 阵 长 大 
v 


很 多 时 (9.1.9) 式 才 成 立 。 对 于 水 来 说 ,在 频率 为 100kHz BJ, a, = 2dB/km, 这 时 的 
阵 长 超过 2km, 在 这 种 情况 下 , 9.1 节 的 远 场 理论 几乎 没有 实用 意义 ,为 此 ,必须 导 
， 求 一 种 远近 场 都 能 应 用 的 理论 。 

伯 克 泰 介 erktay) 首 先 对 参量 阵 的 近 场 作 了 研究 ,他 沿袭 通常 辐射 换 能 器 远 场 
和 近 场 的 概念, 将 线 源 参量 阵 韦 斯 特 维尔 特 积分 取 菲 涅 耳 近似 ,得 到 了 相应 的 近 
似 表达 式 。 值 得 指出 , 由 于 参量 阵 是 分 布 性 的 源 , 取 菲 涅 耳 近 似 是 不 合理 的 。 

根据 (9.1.7) 式 和 (9.1.8) 式 可 知 ， 对 于 原 频率 分 别 为 和 ow,， 其 吸收 系数 为 a 
Ma, 的 双 频 参量 阵 ， 其 差 频 声 压 为 


P, = PAo Ser igi (92.1) 
4n 
AF, œ, A 和 so 定义 和 9.1 节 相 同 , 而 


sq p Lew[-(o +a, * jk)x- (G+jk)r]dx (9.22) 


372: 非 线性 声学 


为 书写 简便 , 将 9.1 节 的 差 频 波 数 大 简写 为 上 式 中 a 为 差 频 波 的 吸收 系数 。 
为 了 精确 计算 (9.2.2) 式 , 应 用 展开 定理 


Fn +1)P, (cos) j, (kx)[h® (kR)]*, R>x 
-k (9.2.3) 
Èo +1)P, (coss) j, (kKR)[h® (a), R< x 


A 


r 


式 中 ，P,(cos 0) 293p LESE JG, j, (ko) Fh? (ko) 分 别 为 球 贝 塞 尔 函数 和 第 一 类 
球 汉 开 尔 函 数 , 星 号 表示 取 该 量 的 苍 复数 ,因此 


-— 
[9 c9] Pel Ge jY el 
z t ^ 


式 中 
" n(n? -Dn+2 , n(n? — 1)(n° — 4)(n° —9)(n +4) Ll. 
WA Yan 
BEGUN n(n? — Dn -4n43) . 
tne Er 2312 


首先 讨论 R> x 的 情形 (如 果 R<x, 则 在 所 得 结果 中 将 x 与 R 对 调 即 可 ), 将 这 些 关 
系 代 入 (9.2.2) 式 , 容易 得 到 


= n ED 1)P, (cos Djo e 
` 


š x K- 中 
当 m>n 时 , 有 
人 pw+p-xe-D=o 
故 上 式 中 的 求 和 次 序 可 以 交换 ， 于 是 有 


e 


"iE: Qn P (cosi j, + jÈ c» 


12" mNkR)" 
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XÈ J Cnt DP osi dn Tee «0i -n 924) 
因为 
Èr Qn * DP, (cos?) j, (kx) = e) 
利用 球 函 数 方程 


n(n--)P,G)-|27-3-- a 75 p e 
i = + °. 


将 这 些 结果 代入 (9.2.4) 式 , 可 得 


eg» Q 
人 中 (9.2.5) 
式 中 算 子 7 为 
3 e " (0-1) 
T-Y ———JIlr 9.2.6 
brna ll Ce 
SET L^ "为 1-1 阶 勒 让 德 算 符 
1, 1-0 
Pa 23d (92.7) 
ed "E > .2. 
sl | D, I21 
式 中 
1) = cosó (9.2.8) 


将 这 些 结果 代入 (9.2.2) 式 ,将 积分 拆 成 两 部 分 , 对 应 的 积分 限 分 别 为 (0，R) 和 
(R，D， 后 一 部 分 称 为 反 向 辐射 由 于 这 部 分 辐射 相位 较 乱 ， 可 以 证 明 ， 
(o, +a,)/k+ j(1- coss) < LR > 1, 反 向 辐射 部 分 可 以 忽略 , 故 积分 主要 由 前 
一 部 分 的 贡献 ， 由 此 可 得 


SR p= ein p (1-8 77 (9.2.9) 
和 BR 
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B-a,*a, + jk(l—cos ð) (9.2.10) 
求 积 分 (9.2.2) 得 到 (9.2.9) 式 时 , 用 了 近似 


,"a( R- xcos 9) 
erz f » x«R 


eG x>R 


显然 , 算 子 了 有 无 穷 多 项 , 其 第 一 项 为 1, 4 S(R,z) 的 第 一 项 为 Sv(R,2) ， 于 是 有 


= -erjbal 一 e 
So(R, D =e SDRE (9.2.11) 


这 正好 是 韦 斯 特 维尔 特 远 场 解 , 由 此 可 见 ，(9.1.9) 式 的 解 对 应 于 (9.2.9) 式 的 零 级 近 
似 , 而 线 源 参 量 阵 的 一 般 解 是 将 韦 斯 特 维尔 特 的 远 场 解 进行 算 子 运算 .将 (9.2.9) 
式 改写 成 


Miis ie d (9.2.12) 
= 
Juli JUL S, (R, 2) A 
S(R, 9) = feeen 
RD- E E cos a ]eem 
5,(R,) = rx EL (se $- 1) : a == 


jd A _ 3a cos A ($ d -£ 
sraba n any ti g sin v 2/4 


A _5sin’' 6-2 s A, jen 


(kR) 2 (kR)* 


(9.2.13) 
RH, a- KRsin2, 而 


A- fz emt dz (9.2.14) 


且 只 要 对 S (R0) 3E47— m MEERA, WIAR S, (R.O 。 
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现在 我 们 来 讨论 线 源 参量 阵 的 性 质 。 如 果 在 (9.2.2) 式 中 将 二 换 成 六 ， 而 将 被 
积 函数 的 相位 部 分 的 > 取 如 下 的 近似 , 即 当 x<R 时 , 取 


"m (9.2.15) 
2R 
将 这 些 关 系 代 入 积分 (9.2.2), 计算 之 后 ,可 得 


S(R,0) = S,(R, orc X 1 KRsin? 9)" dap e 99^... (92.16) 


上 面 的 结果 称 为 菲 涅 耳 近似 ， 如 果 在 (9.2.15) 式 中 忽略 右 端 第 三 项 , 则 在 (9.2.16) 式 
中 只 有 56(R, 思 这 一 项 ,这 一 近似 类 似 于 夫 琅 禾 费 近 似 。 另 外 ,如果 在 (9.2.16) 式 的 
各 个 5,(R, 轨 的 右 端 只 取 第 一 项 相 加 ,其 结果 即 为 (9.2.16) 式 右 端的 前 二 项 , 或 者 
说 它 与 菲 涅 耳 近似 式 相同 。 由 (9.2.13) 式 容易 看 出 ， 如果 


kasa TRY di 


菲 涅 耳 近 似 才 对 场 值 有 主要 贡献 , 这 只 有 当 


kRsin?8 1, sin20 > z (9.2.17) 


上 面 的 不 等 式 才 成 立 ， 即 要 求 


2(a + — G) 


v> y= k 


式 中 ， 忒 为 半 宽 角 , 近似 地 与 (9.1.12) 式 中 所 表示 的 结果 相等 。 如 =0, (9.2.16) 式 
表明 菲 涅 耳 近 似 对 场 毫 无 贡献 ， 这 些 结果 表明 菲 滥 耳 近 似 修正 对 参量 阵 的 主 辩 波 
束 几 乎 没有 贡献 ， 只 是 对 旁 辩 有 贡献 。 但 这 种 参量 阵 没 有 旁 辩 这 一 事实 表明 它 对 
旁 瓣 的 贡献 也 许 会 使 近 场 出 现 旁 瓣 。 

现在 来 讨论 一 种 阵 长 为 R 的 参量 阵 , 或 者 称 为 截断 参量 阵 一 个 活塞 型 换 能 
器 的 瑞 利 距离 内 原 波 声场 产生 的 参量 阵 可 以 作为 截断 阵 来 处 理 ， 并 且 只 讨论 R> 
Ri 的 情形 。 容 易 证 明 , 这 时 有 


-arida (1 e Bn 
S(R, 9) = T 9.2.18, 
(R, V) R I B } ( ) 
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而 且 在 (9.2.14) 中 将 R KHE R, FRA, 即 令 刀 =0， 这 时 S(R, 翅 =S(R,0), B 
有 
eR R mel 
S(R,0) =e "^ = > B, (8) (9.2.19) 
式 中 


khi Bk 
Lu f re q£ 
° 


P-A |£ iL +e)R CELA 
" LR)" kA  m+l m*2 (m+2)(m+3) 


当 Ri 小 于 参量 阵 的 阵 长 时 , BUR < (a +o), 有 


eraran < 及 <- em i, (IR /m+2) 

m+l ^ m+l 1-—(@ * &;)R, / (m+2) 
u m+2 1 e (sana 
m+2-(@ +0)R m+1 


E (a, +@)R 比 m+2 小 很 多 , 故 有 


B= e ten 


m+1 
或 者 


= 1 /RY 
S(R,0) = e ^ ^ (a, *05)R, 
use P» S 


= eaor +a R In| R 
R-R 


通常 换 能 器 的 瑞 利 距离 Ri 比 起 参量 阵 阵 长 (o + oz) 小 很 多 ,忽略 差 频 本 身 的 吸 
收 , 将 (9.2.20) 式 代入 (9.2.1) 式 , 可 以 得 差 频 声 压 


~ BES n R qKorum 
* 4npC* R-R, 


(9.2.20) 


(9.2.21) 
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从 (9.1. 9) 式 可 知 , 远 场 轴 向 差 频 声 压 与 频率 的 关系 正比 于 a? Las, 3 a ~ ad W, 
声 压 正比 于 (w/ow)?*, 其 中 ay 为 原 波 频率 ，o 为 差 频频 率 , 而 w/w 称 为 频率 下 降 
比 。 但 对 于 截断 参量 阵 来 说 ,其 频率 关系 却 是 
R 

R-R 
按照 远 场 理论 ,在 差 频频 率 一 定时 ， 声 压 反比 于 原 频率 的 平方 。 但 由 (9.2.22) 式 看 
K, 14 R<R 时 ， 原 频 增 大 , Ri 增 大 ,lpd 增 大 ， 与 远 场 理论 的 结论 相反 , 如果 RRB 
小 时 ， 有 


1 p, i~ &? In 


(9.2.22) 


Ip. l~ ZR ~ a (9.2.23) 


这 个 结果 表明 ,对 于 浅水 的 参量 阵 来 说 , 在 可 能 范围 内 , 适当 提高 原 频率 是 有 好 
处 的 , 这 一 结论 已 在 实验 中 得 到 证 实 。 
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9.2 节 讨 论 的 线 源 参量 阵 的 辐射 截面 积 很 小 这 种 参量 阵 的 指向 性 因子 如 
(9.1.10) 式 右 端的 第 二 因子 所 示 , 通常 将 这 个 指向 性 因子 称 为 卢 瑟 福 散射 因子 。 但 
实际 换 能 器 总 是 具有 一 定 的 截面 积 也 就 是 说 有 一 定 大 小 的 孔径 , 为 了 研究 孔径 
对 参量 阵 辐射 场 的 影响 ,首先 讨论 矩形 孔径 参量 阵 。 

设 有 一 矩形 声 源 ,， 它 沿 y 方 向 的 宽度 为 2b, 没 z 轴 方向 的 宽度 为 24， 现在 来 
计算 图 9.4 中 厚度 为 dx 的 一 个 薄 层 上 任 一 体 元 dxdydz 在 观察 点 的 声 辐射 。 根 据 
(9.1.5) 式 ~(9.1.7) 式 可 知 ， 这 部 分 源 所 产生 的 参量 声 压 可 表示 为 


图 9.4 矩形 孔径 参量 阵 


ape Boe Po nes (93.1) 
o 
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式 中 ，4(0) 为 参量 阵 的 源 强 ，c 为 差 频 波 的 吸收 系数 ，p, 和 C, 分 别 为 介质 的 密度 
和 声速 。 
如 果 原 频 波 为 平面 波 准 直 束 ， 即 它 的 数学 表达 式 可 表示 为 


"m Ë e'^^ cos(at - Kx) Pe" cosa - ka), Iyl<blzl<d 932 
0, Iyl>b,lzl>d 
将 (9.3.2) 式 代入 到 (9.1.6) 式 中 可 以 算得 
q0-- 3c BP, e ^9 sin(Qt — kx) (9.3.3) 


式 中 
la -Ew, Ik -k,l-k 


众所周知 ,在 原 波 为 平面 波 准 直 束 的 情况 下 , 位 于 x 厚度 为 dx 的 薄 层 上 , 辐射 源 
是 均匀 分 布 的 同 相 源 , 它 在 远 场 的 辐射 正比 于 
sin(Kd cos y) sin(Kbsin y « sin 9) 

Kdcosy Kbsin y «sino 


2bx2d 


RF, ARBER IMURA, VA REK y) V Tid PS RBE x IO S fti. Do i 
计算 简便 , 假设 观察 点 是 (x, y)°E BL 08638 y=r/2, r>> x, r= R- xcos?), 
将 这 些 关 系 代入 (9.3.1) 式 容易 算出 观察 点 的 差 频 声 压 振 幅 ,为 
sin(Kbsin 2) 


P(R,9) = p, (R, 9)! 
(RD p, (RA bno 


(9.3.4) 
AF, p (RD BIA (9.1.9) 5 P Sz BO S RE Pec EE. HETI, MRÉESRTLERTE 
远 场 对 参量 阵 的 影响 只 是 将 线 阵 的 声 压 振 幅 乘 上 和 孔径 的 指向 性 函数 。 根 据 这 一 结 
果 立 即 得 到 如 下 的 推论 , 对 于 一 个 圆 形 孔径 来 说 ,只 要 乘 上 和 孔径 因子 
2J (kasin 2) 
kasin ó 


即 可 得 到 相应 的 参量 声 压 振幅 。 关 于 和 孔径 影响 的 理论 与 实验 比较 见 图 9.5。 这 里 用 
的 是 9cm? 的 方形 换 能 器 , 频率 为 3MHz, 实验 是 在 远 场 做 的 .图 9.5 中 的 曲线 I 是 
根据 (9.1.12) 式 算得 的 理论 曲线 ; 曲线 工 是 在 (9.1.12) 式 的 基础 上 进一步 考虑 了 孔径 
因子 的 修正 曲线 ;曲线 可 是 用 这 个 换 能 器 直接 辐射 差 频 信号 时 的 束 宽 ， 曲 线 芭 是 
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实验 结果 的 平均 值 。 由 此 可 见 , 考虑 到 孔径 修正 后 , 远 场 指向 性 的 理论 与 实验 符合 
得 好 一 些 ( 图 中 吕 , e, A, 口 是 实 验 点 )。 


差 频频 率 /MHz 
图 9.5 ”参量 阵 波束 半 宽 角 与 差 频 的 关系 


94 圆 形 活塞 换 能 器 参量 阵 的 设计 模型 "9 


我 们 在 前 几 节 讨论 的 参量 阵 都 是 纯 理 论 型 的 ， 还 不 能 直接 应 用 于 实际 ， 而 在 
工程 设计 中 ,人 们 希望 能 有 一 套 理论 曲线 组 成 的 系统 设计 图 表 付 之 应 用 ,为 此 ， 
下 面 将 介绍 贺 形 活塞 换 能 器 构成 的 参量 阵 设计 模型 。 

众所周知 ,一 个 具有 无 限 障 板 的 圆 形 活塞 的 辐射 场 指向 性 图 的 轮廓 是 喇叭 形 , 即 
在 瑞 利 距离 & = s/ 4 内 ,其 轴 上 的 声场 具有 平面 波 特性 ,通常 将 这 个 距离 内 的 场 称 
为 近 场 , 而 将 R 称 为 近 场 距离 (更 精确 的 数值 计算 表明 , 近 场 距离 应 为 075Ro)。 而 在 
这 个 距离 之 外 , 场 逐 步 过 渡 为 球面 波 场 ( 远 场 ). 这 里 为 换 能 器 的 有 效 辐射 面积 ，4 是 
辐射 波 的 波长 ,为 了 方便 于 实际 设计 , 通常 将 其 辐射 波束 简化 为 规则 形状 (图 9.6), 显 
Jf, 这 种 波束 是 用 两 个 参数 &m 和 蕊 来 描述 的 ， 两 者 满足 下 述 关系 


"— E- E 041) 
aA, NR 
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这 个 关系 可 以 由 换 能 器 指向 性 指数 的 定义 求 出 。 如 果 波 束 宽度 为 2 品 , 图 9.6 中 波 
束 的 指向 性 系数 "为 


4nR* e I, 4 


l,»x(Rtandj) tan? j, 


图 9.6 圆 形 活塞 辐射 场 的 简化 波束 图 形 


另外 ,由 于 障 板 圆 形 活塞 的 指向 性 指数 为 4rs / Aj = AnR, /入 使 这 两 个 关系 
相等 即 可 得 到 (9.4.1) 式 。 
显然 , 这 种 活塞 辐射 的 原 频 波 声 压 可 表示 为 


TO’) RRD, e, 9) Nl 
r 


AP, 05,509) JS ERA b, ax FU, 分 别 为 原 频 波 的 角 频 率 与 波 数 ，T(~ ) 为 原 波 
的 振幅 衰减 因子 。 由 9.1 节 可 知 ， 差 频 波 压力 可 用 (9.1.7) 式 表示 ,本 节 将 它 写 得 更 
详细 一 些 ， 即 


ptr, or) ^ P s (reu T end (- a-e) (9.4.2) 


式 中 ， 六 为 分 布 源 的 坐标 矢量 , r 为 场 点 的 坐标 矢量 , 积分 体积 是 属于 两 个 原 频 波 
SRI REX, 4 为 参量 阵 的 源 强 , 其 表示 如 (9.1.6) 式 所 示 。 一般 说 来 ,上面 的 积分 不 
易 计算 , 故 下 面 只 是 计算 声 轴 上 的 差 频 远 场 压 力 。 本 节 所 说 的 远 场 是 指 其 距离 比 
参量 阵 的 有 效 长 度 大 很 多 的 情况 。 


设 活塞 发 射 两 个 角 频 率 为 ay o fi, 应 用 (9.4.1) 式 来 计算 原 波 ， 再 将 原 
频 波 式 代 入 (9.1.6) 式 中 求 出 源 函 数 ， 然 后 将 结果 代 到 (9.4.2) 式 ， 最 终 算出 轴 上 远 场 


(D 将 它 取 101g 之 后 即 为 指向 性 指数 。 
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差 频 声 压 为 
PERO is. 
peon- SUE SOA, + 1,) (9.4.3) 
而 
1,2 f Tar (9.4.4) 


= (Ry ( =) ^dr 
epe) 


IP, k 为 差 频 波 数 ， 刀 相应 于 准 直 束 ( 即 瑞 利 距离 以 内 的 相互 作用 区 ) 参 量 阵 的 辐 
射 场 ，7 相应 于 扩散 束 ( 即 瑞 利 距离 以 外 的 相互 作用 区 ) 参 量 阵 的 辐射 场 , 其 中 的 
Tr) 起 着 束 控 函 数 的 作用 ， 它 表示 原 频 波束 遭受 到 的 振幅 吸收 。 下 面 给 出 上 面 3 个 
表达 式 的 证 明 。 

Bpo onh 为 两 个 原 波 声 压 ， 因 为 只 考虑 差 频 声波 ， 故 有 p^ = (pi + p.) 一 
PPa Pi 是 p, 的 共 生 值 ,在 准 直 束 内 ， 两 个 原 波 声 场 可 表示 为 


= NER) 42] 


式 中 , 规定 下 标 为 1 时 ， 指 数 式 中 取 正 号 ,下 标 为 2 时 ， 指 数 式 中 取 负 号 ， 于 是 有 


PE pir: (ree 


按 (9.1.6) 式 可 以 算出 源 函数 qe K 4 代入 到 (9.4.2) 式 , 首先 计算 准 直 束 区 的 参量 场 ， 
将 它 分 成 许多 厚 为 dr’ 的 注 片 , 任 一 薄片 上 半径 为 的 圆 环 与 7 点 的 距离 为 (图 9.5) 


Ir-r|= V(r) +m 
于 是 准 直 束 相互 作用 区 在 > 点 产生 的 差 频 声 压 为 


Ba P? 
4np,C; 


p, (r, 0,0) 2 — 


Q. 


Q.- E P TG) iidr 2xgágádr 


Je ry +m 
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222 ft m 2 -erral 
jk 


设 4k(r2 +r | P? «n , 近似 地 有 


于 是 容易 得 到 远 场 近似 
Q= ewe D [ET ar 
因为 r> Ro, 故 有 
Q= -IÈ [ET dr= -4R [Pre dr -mu [rear 
Fr r r 
这 其 中 认为 Ro 比 差 频 波长 小 得 多 , 于 是 有 


p. (r. ons Pe Jar -kr) i T'(r)dr -Eid ek= p, 

对 于 球面 扩散 区 的 r 点 产生 的 差 频 声 压 的 计算 完全 类 似 ， 原 波 仍 是 (9.4.1) 式 所 
表示 的 那 种 类 型 ， 因 而 源 函 数 q 也 相同 ,不同 的 只 是 积分 体积 , 因此 这 部 分 辐射 场 
可 写 为 


-BERO jor 
4np,C; 2 


AT? (r) ael git arto du n 
= — ——4——— dôd 
Q, =2r k [ DC Pics) 75 i 


KEREI VRI, HDE, BD 
[^ * r^ —2rr'cos A] 2r-rcosÜj-r- rfi -&) 
由 于 


Fo = 
TR) VaR, 
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利用 这 些 结果 ,得 到 


Q, ES FE^ UT TOR —jikü-csá)” -ar 


aS etje 


或 者 
BERO yari _ DR |. 
UE ar f P reo 
x| 1—ex zr Mr BER Kern p 
| |- e) "On 


将 p. 与 p, 相 加 即 可 得 到 (9.4.3) 式 ~(9.4.5) 式 , 现在 我 们 来 简化 这 几 个 式 子 。 通 常 
%1w 交 1， 故 知 0 < <R,B, 必 有 


D 
r<. (9.4.6) 


这 时 下 述 近 似 也 成 立 : 


由 此 可 见 必 有 


ps (e Pro 
将 它 代入 (9.4.4) 式 , 于 是 (9.4.3) 式 可 以 写成 


„BROR a Ro eka- (-22) 
pron 2p, Car f Tor 


中 -e- a) ros r (9.4.7) 
aR, 
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显然 , 这 个 积分 有 如 下 的 性 质 ， s< K, 时 ,被 积 函数 接近 于 1, > LR, 


时 , 被 积 函 数 的 指数 函数 部 分 是 快速 振荡 函数 ， 它 的 积分 值 很 小 , 故 在 这 个 距离 
之 外 , 被 积 函数 起 主要 作用 的 只 是 -jabRo/1ar“,， 因此 , 我 们 可 以 选 下 述 代数 表达 
式 : 

1 e] 9.4.8 
来 代替 (9.4.7) 式 中 的 被 积 函 数 。 定 义 参量 阵 的 复 增益 为 


P rp(r,0,t) =|gle” 


94.9. 
RP, a 
于 是 有 
2 COP 
=Z 名 | [ra («e dr (9.4.10) 
s A Ire R 
式 中 
BROR 
= Phak (94.11) 
fT AG 


EA, (BoP, p,C,) 为 平面 波 的 冲击 波形 成 距离 ， 当 x 三 1 时 , 表明 原 频 波 在 瑞 
利 距离 以 内 就 要 形成 冲击 波 , 因此 , 参数 x 是 对 在 准 直 束 内 是 否 会 形成 冲击 波 的 
一 个 直接 判别 量 。 

现在 来 研究 T?(r) 对 场 的 影响 。 由 (9.1.12) 式 可 知 , 吸收 系数 是 直接 决定 波束 宽 
度 的 一 个 量 ， 有 时 它 被 称 作 束 控 函数 。 当 原 频 波 的 衰减 是 小 振幅 吸收 起 主要 作用 
时 ， 由 (9.4.1) 式 可 知 ， 有 


T*(r)se*" (9.4.12) 


如 果 衰减 是 有 限 振幅 吸收 起 主要 作用 时 ， 可 以 证 明 5 


2[ 14K P 
= — — -1 n2 
re, = k QS 
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式 中 ，Z 为 原 频 波 的 小 振幅 吸收 系数 ,而 


ç 
o 
K=3 二 
(Z) (9.4.14) 


o =2yarsinh (z) (9.4.15) 


将 这 些 关系 代入 (9.4.10) 式 来 计算 参量 阵 的 复 增益 .可 以 看 出 , 它 决定 于 3 个 量 , BD 
a/o, ER 以 及 YY， 这 些 参数 的 物理 意义 是 很 清楚 的 ，w/ 是 原 波 频率 与 差 频 
频率 之 比 , 通常 称 为 频率 下 降 比 ; GR, 是 瑞 利 距离 (或 准 直 束 长 度 ) 与 参量 阵 阵 长 之 
比 ，Y 是 瑞 利 距离 与 冲击 波形 成 距离 之 比 。 图 9.7 EHT G= 201gls| 与 已 的 关系 
曲线 ,介质 是 水 ，w /w=10 这 里 


G/dB 
š 
= T 
ss 


- 
250 270 290 
L AdB/(pPa + m - kHz)] 


图 9.7 增益 G 5 L, 的 关系 
L, = L(dB/ 4Pa «m) 201g f, (kHz) 


Ly 为 原 频 波 的 方 均 根源 级 ， 图 9.7 中 是 以 OR, 为 参数 作出 一 族 曲线 ， ar UA 
收 系 数 (dB/ 单 位 长 度 ); 图 9.8 作出 相同 情况 下 的 参量 阵 增益 相 角 y 与 五 的 关系 , 由 
结果 可 以 看 出 ， 当 源 级 高 到 一 定 的 程度 之 后 ,各 种 情况 下 的 G # y 收敛 到 一 定 的 
极限 值 。 
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250 270 290 
LLAqB/(nPa > m - kHz)] 


98 增益 相 角 与 LX 
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以 上 讨论 的 参量 阵 的 原 频 波 是 两 个 正弦 单 频 波 , 它 的 差 频 波 是 只 有 一 个 频率 
成 分 的 正弦 波 ; 如 果 原 波 是 一 个 宽带 信号 ， 一 般 说 来 ， 它 总 可 以 用 傅 里 叶 积分 表示 ， 
而 被 积 函数 是 单 频 正 弦 波 , 无 限 多 个 频率 成 分 的 两 两 相互 作用 产生 一 个 宽带 差 频 
信号 ， 从 而 构成 了 所 谓 宽带 参量 阵 ， 而 原 波 为 两 个 正弦 波 的 参量 阵 称 作 双 频 参量 
阵 。 

下 面 将 讨论 一 种 特殊 原 波 的 宽带 参量 阵 , 它 的 原 频 信号 是 正弦 填充 脉冲 ， 即 


p,(x,t) = pe ^* f (t — x! C) cos(ayt — kox) (9.5.1) 


sth, ayay Ri k ARS BHCHR tm k 83k. fa SE Rk it, PS RR 
Wi, fO) 为 脉冲 的 包 迹 。 当 然 ,由 信号 的 定义 可 知 , (9.5.1) 式 所 表示 的 是 窄带 信号 ， 
但 它 所 产生 的 差 频 信号 的 相对 带宽 是 很 宽 的 。 从 上 式 可 得 

pioneer a 


t -& -[1+cos 20 t—2ki>)] 
G 


将 这 个 结果 代入 (9.1.6) 式 , 忽略 其 中 的 二 阶 谐 波 的 快速 振动 项 , 最终 可 得 源 函 数 


zi BR cas 9 1 2 
qGD- 3T à fe G (9.5.2) 
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将 (9.5.2) 式 代入 (9.1.7) 式 , 可 得 参量 声 压 : 


Spy [~1 -ar 9. p 
pero f —e £z) (9.5.3) 
1⁄4 (9.5.2) sÑ (Ñ A. (9.5.3) RN Pr A # RE TT — W 18 E PF AR y 2E A, BH ER r 
P(r,9,1) € P(r, 0,0), P(r, 0,0) 为 pr,20 的 频谱 ， 于 是 得 到 
AEF Hs ar 5 emi 

16np,C; or 1+ jwsin (2/2)/ oCo 
式 中 , s 为 原 波 波束 截面 积 ，F 为 f^ (0) 的 傅 里 叶 变 换 ， 而 (9.5.4) 式 是 在 ">>1/o 
的 条 件 下 得 到 的 。 对 (9.5.4) 式 进行 逆 傅 里 叶 变换 即 可 得 到 宽带 参量 阵 的 差 频 声 压 
表达 式 ,显然 所 得 到 的 积分 是 不 易 求 积 的 ， 本 节 将 借助 于 卷 积 定理 来 求 这 一 积分 。 
为 此 , 首先 定义 


(9.5.4) 


1 
H(@,0) =—— 9.5.5 
0 1+jwB ( ) 
Glor) = F,(a)e i”'% (9.5.6) 
1 5 Bs 
B- i2, A-. Š. 9.5.7 
[Xon 2 16rpuCoaor 037) 


3E X. H (a), 9) BET 48 PEERA S h(,0), T 3E 0 0RI, 有 


= dl jar 
hD [8t e do 


0, t«0 
"il ran (9.58) 
B 
maoo, 有 
mof » (9.59) 
œ, 1=0 


BI h(z,0) = ó(r) 为 狄 拉 克 函 数 ， 由 前 面 的 定义 可 知 
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1 Crath) E r(-Z) (9.5.10) 
0 


定义 nZ] eo. 它 的 频谱 是 G(w,r), 利用 这 些 结果 可 得 


pr.) =} f AB(o Go ne af do (9.5.11) 
2g = 


对 (9.5.10) 式 进行 两 次 时 间 导 数 运算 并 将 所 得 结果 以 及 (9.5.8) 式 代入 (9.5.11) 式 , 再 
应 用 著名 的 储 里 叶 积 分 卷 积 定理 可 得 


P(r,d,t)= -4 INO r)du (9.5.12) 
式 中 , A 如 (9.5.7) 式 所 示 。 这 个 式 子 表明 , 本 来 在 频 域内 的 积分 被 换 成 在 时 域内 的 


积分 ,这样 , 使 得 在 频 域内 难以 求 积 的 问题 , 有 时 在 时 域 能 够 很 容易 地 求 得 解决 。 
由 (9.5.9) 式 可 知 ， 当 四 =0 时 ，h(1,0) = 5(D), 这 时 (9.5.12) 式 成 为 


seao--A f Pi- 7 (9.5.13) 
Ex ES C s 


(9.5.13) 式 表示 轴 上 声 压 ， 它 是 包 迹 函数 平方 的 二 次 导数 。 下 面 我 们 来 举 几 个 例子 
说 明 所 得 结果 的 应 用 。 
例 1 高 斯 包 迹 填充 信号 。 


f (0) =exp(=n2) (9.5.14) 


代入 (9.5.12) 式 可 以 算出 


(7, D1) = Ads r: ex] = 
POBOS ng a 4E NET 


iae) es 


式 中 


@(x)= t [expCe)dr 
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当 8 很 小 时 , 近似 地 有 


Hnt -1 — 8n°Bt 
1-4B:  (1-4n!Bry 


p(r,5,t) = a| + 0c?) epo (9.5.16) 


在 B=0, Bu 9-0, 有 
p(r,D,t) =4n° A(4n°° - lyexp(-2n/t) (9.5.17) 
从 这 两 个 式 子 可 见 , 在 声 源 的 对 称 轴 上 , 参量 声 压 波形 上 下 是 不 对 称 的 (图 9.9), 


图 9.9(a) 是 高 斯 包 迹 填充 脉冲 原 波 , 图 9.9(b) 是 参量 波形 。 为 书写 简便 起 见 ， 这 里 
和 今后 的 + 实 为 1:-r/C。。 


mme Y 


图 9.9 高 斯 包 迹 填充 脉冲 
(a) 原 波 波形 ; (b) 参 量 波形 


例 2 和 矩形 正弦 填充 脉冲 。 
这 种 原 波 的 包 迹 函数 为 
f@)=[UG+ 4) -U(- AJ 


U()- 0, t<0 
BET) 


U'(t) = ó() 
将 AD 代入 (9.5.12) 式 ,容易 得 到 
pranz- iE [e [UG+A-a)-UG— Ai) du) 
TA, 34 r+ AS 0 FIG 4 为 脉冲 宽度 ), 有 
pr. d.t) =0 (9.5.18) 


"HLEAZOZI-ABL,CH 
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LA [1 phus 
pranz- [e du} 


2 
--A S i-e] - AU, (C A) 


式 中 

5O=- E 
且 有 

à, (|, = 5607) 
当 t-4 宇 0 时 , 有 


pr) m-AT, 2s [222240] = A[& G+ 4) - 6; - 2] 


(9.5.19) 


(9.5.20) 


(9.5.21) 


(9.5.22) 


由 (9.5.18) 式 可 知 ,， 当 上 < —A ( 即 在 原 波 脉冲 之 外 ) 参 量 压 力 为 零 ; 由 (9.5.19) 式 


可 知 ,如 果 轩 < 4， 即 在 原 波 脉冲 之 内 , 参量 压力 为 A6; (1+ 4)， 当 


B=0, 于 是 Aó; (t + AJ 


0 


v=0 h}, 
=45(+4)， 即 在 原 波 脉 宽 内 ,在 声 轴 上 参量 压力 是 


在 t=-4 附 近 的 5 刺 状 脉冲 ， 如 + A. SEENA A[6; 09 4-0 4]. 4 
0-08, 5, 2 ó, H-Tr+4A>0G+4=0, 于 是 在 声 轴 上 只 有 在 时 刻 1=4 
附近 为 -6(t 4) 的 刺 状 脉冲 。 总 起 来 说 ， 当 原 波 为 矩形 包 迹 正弦 填充 脉冲 时 ， 其 


参量 压力 波形 为 在 :=+4 处 的 两 个 刺 状 8 脉冲 ， 其 相位 相反 (图 9.10)。 


(a) (b) 
图 9.10 拢 形 包 迹 正弦 填充 脉冲 的 原 波及 参量 波 波形 
ORR: (b) 参 量 波 


以 上 讨论 的 两 种 信号 的 包 迹 函数 是 非常 特殊 的 , 例 1 的 包 迹 是 从 零 平 滑 地 过 
渡 到 有 限 值 ; 例 2 的 包 迹 函数 在 边缘 处 有 间断 ， 下 面 将 讨论 两 种 包 迹 信号 ， 其 包 迹 


的 前 后 沿 很 接近 于 实际 使 用 的 情形 。 
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例 3 具有 正弦 填充 的 第 一 类 包 迹 。 


-Nr-L«i&-NT 


COS ayt, T 
NT <t < NT+— 
f(D= (9.5.23) 
-NT €t X NT 
0, 其 他 


(9.5.23) 式 表明 ， 这 种 信号 包 迹 的 前 后 沿 的 上 升 和 下 降 速 率 相同 于 载波 。 将 这 个 式 
子 代入 (9.5.12) 式 , 容易 得 到 下 述 结果 : 


(re -NT T, 有 
p(r,ð,t)=0 (9.5.24) 


外 当 -NT <1<-NT 时 , 有 


LA 28a 
p(r,5,t) = ss ( +NT+ 1 
" (9.5.25) 
“本 人 2aht+2Bah sin za 
当 B=0,5=0 时 , 有 
p(r,0,t) =-2Aa} [rta + ol +NT «£j (9.5.26) 
式 中 
1 t=0 
24. .5.27 


(3) 244-NT < t< NT 时 , 有 
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_A A4Paj + 
p(r, i [news (rer 2] (9.5.28) 


当 9%=0 时 , 有 
P(r0D=-24abDUC+NT) (9.5.29) 


(4) 当 NT <1< NT+ 二 时， 有 


p(r,0,t) = —cos2ayt — 2Ba, sin 2ay,t 


(9.5.30) 
+B? -ae -NT)*Ó,(t ND «LJ 


EDLI NES 
p(r,0,t) =—2Aa [cos2ayt — D(t — NT)] (9.5.31) 


© 02 Nr+ TN, 有 


2A} B? 
pir, 0,t)= vm [- 5, - NT) * óG + NT)] 


sa (rers )-n(- nr] (9.5.32) 


24 6=0 hf, 有 
p00.9=248D (1- wr - 7] (9.5.33) 


根据 (9.5.24) 式 , (9.5.26) 式 , (9.5.29) 式 , (9.5.31) 式 和 (9.5.23) 式 ， 可 以 作出 对 应 于 第 一 
类 包 迹 的 参量 声 压 在 声 轴 上 的 波形 (图 9.11)。 众 所 周知 ， 当 包 迹 是 严格 矩形 时 , 参 
量 波形 是 两 根 刺 状 的 5) 脉冲 ,其 位 置 分 别处 在 矩形 包 迹 的 前 后 沿 处 (图 9.9)。 而 
当 包 迹 函数 如 (9.5.23) 式 所 示 时 , 参量 波形 却 是 两 个 N 形 脉冲 (图 9.11)。 
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图 9.11 具有 正弦 填充 的 第 一 类 包 迹 信号 及 其 参量 波形 
(GE; (b) 参 量 波 
例 4 具有 正弦 填充 的 第 二 类 包 迹 。 
我 们 定义 第 二 类 包 迹 为 


acosayt, Nr<j|<sr+T 
fO=41+et cd, -NT St SNT (9.5.34) 
0, 其 他 
规定 f 0), f'() 和 f"(?) 连续 ,并且 f“(0)=1， 这样 可 以 定 出 常数 


2 adj. _ aa _ 
= e s qu 9.5.35 
dT TN 2 4 ETT 539 


将 (9.5.34) 式 代入 (9.5.12) 式 , 可 得 下 述 结果 : 
a) 当 !(<-MT- 工 时 ， 有 


P(r,2D=0 (9.5.36) 


Q Nr <<-NT t, pr, flJ 3228284 J T 9.5.25)k, 轴 上 场 也 
完全 同 于 (9.5.26) 式 ， 
(3) 当 -NT <t €NT 时 , 有 


p(r,0,t) = As z zA (t,B)+ AFC-NT, B)ó; (t+ NT) 


2 
po Pa g rer 7) (9.5.37) 
l-4B'ab ^ 4 


dg em 


1194. 非 线性 声学 


式 中 
OND ,, 
Ara 2325 Cn 一 DT pr? 
以 及 
c=l c =2e, c,=2d+e 
当 B=0 时 ， 有 


Pr,0D= A[4e «1204 + e°) + 60ear" +564*°] 
6) «NT «re NT AT M, 有 


2B'aja A| s, 


1+4B a} 


, a'A 1 
一 2Baw sin Z2 «zh +=] 
x[6;@— NT) - ó, G + NT)] 


p(r,0,t) =—— prob (rwr £)- cos2ayt 


in B-0, 则 有 
p(r,0,t) = -2aj Acos2ayt 


6) im NTATM, 有 


1 
pi, ene Ai es Tm mrga - NT)- ô, (t + NT)] 


anr (rt )-n [;- rZ) 


1+4B a 
An B =0, 则 有 


T 
p(r,0,t) = 24eaip 人 一 NT -7) 


(9.5.38) 


(9.5.39) 


(9.5.40) 


(9.5.41) 


(9.5.42) 
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根据 情况 (1)~(5) 可 以 作出 第 二 类 包 迹 信号 的 参量 波形 的 图 示 ( 图 9.12)， 由 图 示 可 
见 ,这 种 参量 波形 与 高 斯 包 迹 的 参量 波形 的 区 别 是 在 两 侧 多 了 两 个 N 形 脉 冲 。 理 
论 上 预见 的 上 述 诸 波 形 在 实验 上 都 能 看 到 。 


WW 


(a) 
(b) 
图 9.12 具有 正弦 填充 的 第 二 类 包 迹 信号 及 其 参量 波形 
ORA: OSRE 


现在 我 们 来 研究 上 述 两 类 包 迹 的 频谱 , 为 简单 起 见 ， 我 们 只 讨论 其 轴 上 的 频 
谱 ， 它 等 于 轴 上 声 压 的 傅 里 叶 积 分 , BD 


G(0.0,7)- [7 p(r.0.ne dr (9.5.43) 
对 于 第 一 类 包 迹 信号 ， 其 谱 函数 用 G (00, r) 表示 , 通过 计算 可 得 
-_84o _ mer), 1 
G,(@,0,r) = m = zs $ Js[(v* j| (9.5.44) 


通常， Z, wes 4.21, 如 果 原 波 脉冲 列 的 重复 频率 为 R, TRE 


(ar3)r= 三 ,x 是 脉冲 占 空 比 , 于 是 
2) R 
nO 
G,(@,0,r) = aas | 28 29) (9.5.45) 


即 G, Æ x 的 周期 函数 ， 设 对 应 于 谱 极 大 处 之 占 空 比 为 和 m， 谱 极 小 处 之 占 空 比 为 
于 是 有 


(ns f Jā, zc f J (9.5.46) 
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因为 所 有 x<1, 以 及 差 频 与 原 频 之 比 /万 很 小 (9.5.46) 式 表明 , 如 f 2 mF, RJ 
极 大 点 的 个 数 mm S m, 极 小 点 的 个 数 mo <m, 对 于 第 二 类 包 迹 可 以 得 到 类 似 的 结 


果 。 


实验 结果 支持 了 上 述 理论 (图 9.13)。 由 此 可 见 , 选择 适当 的 占 空 比 , 可 以 得 到 


较 高 的 参量 声 压 级 。 


1.0 SS 
mA A 
"D fad 


L "| L 
05 10 [x] To 05 Tox 
(a) (b) (c) 


图 9.13 参量 声 压 与 脉冲 占 空 比 的 关系 (实验 ) 
fr410kHz; 
M 滤波 低 通 频率 为 40kHz 
一 一 站 波 中 心 频率 为 20kHz 带宽 为 1 们 频率 
IDE 滤波 中 心 频率 为 12 5kHz 
一 "一 滤波 低 通 频率 为 63kH 
(a)Fz=6.7kHz:(b)Fg=12 SkHz;(c)Fo=24kHz 


° 


理论 和 实验 都 表明 将 原 频 功率 转换 成 参量 声 的 效率 是 很 低 的 ， 因 此 有 不 少 工 


作 力 求 提高 它 的 效率 ,但 是 收效 不 大 ,这 似乎 对 它 的 实际 应 用 产生 影响 。 但 是 由 于 
参量 声 源 的 小 尺寸 和 窄 波束 ,其 指向 性 增益 较 大 ， 加 之 其 频带 可 以 做 得 很 宽 ， 从 
而 可 以 获得 较 高 的 信号 处 理 增益 ， 由 此 可 见 ， 这 些 优 良性 能 是 以 低 效率 为 代价 的 ， 
REH, 人们 应 该 全 面 衡量 参量 阵 的 得 与 失 , 特别 是 在 某 些 应 用 场合 参量 声 源 有 
其 独到 之 处 , 因此 不 必 去 片面 追求 其 效率 的 高 低 。 


I 
m2] 


[3 


[4] 
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第 9 章 我 们 讨论 了 参量 发 射 阵 ， 由 换 能 器 发 射 两 个 传播 方向 相同 但 频率 不 同 
的 声波 (或 者 发 射 一 个 带 通 信号 ), 这 些 声波 通过 介质 的 非 线 性 相互 作用 , 在 相互 
作用 区 产生 了 新 的 辐射 源 ， 从 而 在 空间 产生 辐射 场 , 也 就 是 说 , 参量 阵 的 辐射 场 
是 相互 作用 区 的 辐射 源 所 产生 的 辐射 场 的 总 和 。 
正如 文献 [1] 指 出 , 这 个 原理 可 以 用 来 作为 声波 的 接收 器 ， 即 所 谓 参量 接收 
器 。 这 种 接收 器 是 用 一 个 高 频 换 能 器 发 射 一 个 强 声波 ( 称 为 泵 波 ) 使 它 与 被 接收 的 
信号 产生 相互 作用 ,并 在 泵 波 换 能 器 的 声 轴 上 放置 一 个 接收 换 能 器 ， 后 者 除了 接 
收 到 频率 成 分 为 fo 的 泵 波 以 外 , 还 会 接收 到 两 个 边 带 调制 成 分 的 波 ， 其 频率 分 别 
78 fo +f fl fo - 所 其 中 三 是 被 测 信号 的 频率 。 通 常 由 于 泵 波 很 强 ， 而 频率 为 f +f 
的 信号 是 很 弱 的 相互 作用 成 分 的 声波 , 但 其 中 都 含有 信号 信息 ,所 以 参量 接收 器 
是 在 强 的 泵 波 背 景 上 检测 频率 为 及 士 f 的 和 差 频 弱 信号 参量 声波 ,通过 这 个 装置 希 
望 获 得 较 高 的 指向 性 增益 和 接收 灵敏 度 。 显 然 , 参量 接收 器 的 性 能 与 泵 波 的 性 质 
很 有 关系 ,为 此 , 我 们 将 分 别 讨论 平面 泵 波 和 球面 泵 波 的 情况 ,进一步 讨论 用 一 
组 参量 接收 器 组 成 的 阵 。 

值得 一 提 的 是 , 在 非 频 散 介质 中 , 根据 韦 斯 特 维尔 特 理论 可 知 ,两 个 平面 波 
的 相互 作用 产生 的 声波 (前 面 有 时 称 为 组 合 波 ) 由 局 部 场 和 辐射 场 两 部 分 组 成 , 前 
者 是 达 朗 贝尔 源 函数 产生 的 ， 后 者 仅 在 两 平面 波 的 传播 方向 的 夹 角 Do 为 零 时 才 
出 现 。 另 外 , 由 8.3 节 可 知 , 当 zo= 0 时 , 组 合 波 的 场 是 有 积累 性 的 ， 这 种 情况 下 
的 源 函 数 即 为 参量 发 射 器 的 源 函数 q. 24660 时 , 组 合 波 的 场 是 非 积累 性 。 由 此 
可 见 , 只 要 两 个 一 阶 波 传播 方向 不 同时 , 在 公共 区 内 外 都 没有 积累 性 的 组 合 波 。 但 
作为 接收 器 , 其 go 由 有 限 值 变化 到 零 , 解 函数 有 一 个 跃 变 ( 见 8.3 节 ), 也 许 会 使 得 
参量 接收 器 有 较 好 的 指向 性 。 另 外 , 由 于 源 函 数 在 yo= 0 时 有 跃 变 ,因此 , 在 计算 
参量 接收 器 的 声学 特性 时 并 不 存在 一 个 统一 的 源 函数 , 但 以 往 的 理论 却 用 了 一 个 
连续 变化 的 源 函 数 表 达 式 ， 这 似乎 与 声 散射 声 的 结果 冲突 ,下 面 的 介绍 只 是 假设 
存在 一 个 连续 的 源 函 数 ， 尽管 作者 未 必 同 意 这 一 假设 。 
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众所周知 ， 一 个 理想 的 准 直 束 是 不 存在 的 , 因为 任何 实际 换 能 器 所 产生 的 声 
场 都 要 满足 波动 方程 。 但 当 换 能 器 的 尺寸 比 波长 大 得 多 时 , 在 它 的 瑞 利 距离 以 内 ， 
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其 声场 可 以 近似 地 当 作 平 面 波 准 直 束 ， 而 远 场 可 以 当 作 球 面 波束 ,本 节 我 们 讨论 
前 一 种 泵 波 。 对 于 被 接收 的 信号 波 来 说 , 因为 它 来 自 远 处 , 故 在 参量 接收 器 相互 作 
用 区 所 占有 范围 内 , 可 以 近似 地 把 它 当 作 平面 波 。 
图 10.1 表示 一 个 准 直 束 泵 波 参量 接收 器 ,接收 水 听 器 处 在 泵 波 换 能 器 近 场 的 
对 称 轴 上 ,如果 坐标 x 从 泵 换 能 器 的 中 心算 起 ， 则 硝 波 可 表示 为 
p, = Be %* cos[at — Kx] (10.1.1) 


AF, aa 和 分 别 为 泵 波 的 吸收 系数 、 角 频率 和 波 数 。 如 果 被 接收 的 信号 可 以 
当 作 平面 波 ,其 传播 方向 与 泵 轴 成 5 角 , 于 是 它 可 表示 为 


p, Pe 0999599 cosa. r — k,(xcos0+ ysin 9) (10.1.2) 


AF, o, 为 信号 波 的 吸收 系数 ， 其 他 物理 量 完全 可 以 从 (10.1.1) 式 进行 一 一 对 应 。 


图 10.1 参量 接收 器 的 示意 图 
360 时 , 假设 韦 斯 特 维尔 特 源 函 数 密度 的 表达 式 可 以 推广 为 


..&, FP (cos 0 + y) 
PsC 


xe tm sin[g t — (k, +k, cosðxF k sind. y] (10.1.3) 


q(x,y,z;t) = 


3th, o, = a, + o,|, 这 个 结果 可 以 从 第 9 章 中 的 志 斯 特 维尔 特 理论 推演 出 来 ， 
— 2 s PELO. 

式 中 的 “十 ”号 表示 和 差 频 ，7= LAG; HET 

JURGIUERUR, MORIELAER DCBHBUR TCR REOR MERIUR EL, HIN 

域 分 成 很 多 厚度 为 ix f RET, EOK RECIBA E, EROR REED 

为 R。 将 每 个 水 层 当 作 具 有 无 限 刚性 障 板 的 平面 辐射 器 ,根据 熟知 弗 里 德 曙 

(Freedman) 理 论 ， 上述 平面 辐射 器 的 近 场 R 点 的 声 压 可 以 表示 为 


x 
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&p = £. m eve es js (10.14) 
如 果 认 为 
ip=mCoe“ aiuv 
对 比 (10.1.4) 式 可 知 


1 R-x 
wl G )= 
若 将 上 式 乘 以 面积 *， 容易 看 出 , 流动 的 体积 速度 等 于 参量 源 密度 的 一 半 ， 对 此 ， 
不 妨 从 形式 上 来 理解 这 一 点 : 由 于 全 空间 流动 ， 半 空间 辐射 , 会 产生 这 个 1/2 因子 。 
这 并 不 是 解释 ， 只 不 过 为 了 帮助 记忆 而 已 。 
将 (10.1.3) 式 代入 上 式 , 对 x 进行 积分 , 可 得 


-ar WPPB(cosV+7) 


R,O,t) --e 
DEM 2poCo 


R 
Í (a +a,cosó-a)x 
e 
0 


xsin[@t— KR — (k, + k, cosó— K)x]dx 
WE a > 0, (a, +G,cos0—@,)RIe 1, 则 上 式 可 写成 


. 9, RP (cos 2 + y) euh 


R,ÀD- 
[2t ) 22, 


sin(BR/2) 


A 1 
xsn( ar - KR+AR) (BRID 


(10.1.5) 


式 中 
B, =k £k, cos0 - K = xk,(1- cos 2) (10.1.6) 
这 个 结果 是 通过 分 部 积分 、 应 用 上 述 近似 、 假 设 |a +a cosd- a |/ || <<1 等 条 件 


求 得 的 。 另 外 , 由 于 将 泵 波 当 作 平 面 波 , 于 是 上 面 的 结果 只 在 R< Ro 时 成 立 , 其 中 
R, 是 泵 波 换 能 器 的 瑞 利 距离 。(10.1.5) 式 表明 , 参量 接收 器 的 指向 性 因子 


sin(BR/2) 
(BR/2) 


D(»- (10.1.7) 
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主办 的 最 大 半 张 角 ( 即 从 最 大 到 零 时 的 张 角 ) 为 


ELA 
D= LE (10.1.8) 
由 此 可 见 , EWH 9, 只 与 被 测 信 号 的 频率 有 关 。 另外, 参量 接收 指向 性 图 有 旁 辩 。 
图 10.2 是 在 实验 室 用 参量 接收 器 抑制 多 径 干 扰 的 例子 。 图 10.2(a) 是 用 通常 水 
听 器 接收 的 信号 ,其 中 多 途径 效应 很 明显 ;图 10.2(b) 是 用 参量 接收 器 接收 的 信号 ， 
从 图 10.2 中 可 以 看 出 , 多 径 干 扰 完 全 被 抑制 。 


[2] [2] 
图 10.2 ”参量 接收 器 抑制 多 径 干扰 


(a) 通 常 水 听 器 接收 的 信号 ;(b) 参 量 接收 器 接收 的 信号 
102 ”球面 泵 波 参量 接收 器 5 


仍 假设 信号 来 自 远方 ,并 认为 ,在 参量 接收 的 长 度 内 , 它 是 平面 波 , 而 硝 波 是 
球面 扩展 波 , 它 可 表示 为 


P= jÉ pane em (10.2.1) 
r 
信号 波 为 


p. = P,e (tiba (10.2.2) 
故 在 (r,y) 点 的 源 密度 为 
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q(r,y)-—- op BE payye ara-re (10.2.3) 
AC r 
式 中 ，B 近似 地 等 于 介质 的 非 线 性 系数 ( 即 认为 cos5+y=1+7),r 是 从 泵 波 换 能 
器 中 心算 起 的 场 点 矢 径 ，y 是 该 矢 径 与 泵 轴 的 夹 角 , 其 余 的 几何 量 见 图 10.3, 
设 接收 水 昕 器 在 泵 轴 上 , 故 D(w)=1, 于 是 


q(r,v)=q(r) 


AP, ar) 为 (r,0) 点 的 源 强 密度 ,不 计 及 参量 声 源 的 反 向 辐射 ， 仍 属于 全 空间 流 
动 半空 间 辐 射 ， 故 成 厚 为 gr 的 球 壳 中 r 处 的 流 点 速度 为 


信号 源 


图 10.3 球面 泵 波 参量 接收 器 


õu, = 了 9Oar (10.2.4) 


由 于 Q >> à, ， 和 差 频 波 仍 近似 按 球面 传播 , 于 是 在 泵 轴 上 任 一 点 (L,0) 处 的 质点 
速度 为 


zr (a, +jkXL-r) 
õu, = pL e 


对 r 求 积分 得 到 

u(L, 9) = uto [a er rdr (10.2.5) 
其 中 忽略 了 参量 源 的 反 向 辐射 即 忽略 了 LL 到 的 积分 .将 gq(r) 代 入 (10.2.5) 式 , 由 
T R-rcosO, 应 用 质点 速度 与 压力 的 关系 可 得 


@,BR, etn 


LD=- 
Pp(L,D 2 CL 
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x [e feme coni oce a (102.6) 


为 了 求 得 上 式 的 积分 , 采用 在 计算 (10.1.5) 式 时 所 应 用 的 近似 , 容易 得 到 


c, BPP, m 
p(L,9) =- — exp[—(G, +jK)L 
2poCo t 


l sink,L(1—cos2)/2 
1-co0s2)/2) —32———— — — 10.2.7: 
Fjk 7005592) BLA- cos 9)/2 002. 


将 (10.2.7) 式 与 (10.1.5) 式 比较 可 知 ,两 种 泵 波 的 参量 接收 器 上 压力 表达 式 的 差别 
是 : 在 准 直 束 泵 波 的 情况 下 , 尽 可 能 地 增 大 泵 换 能 器 与 接收 水 听 器 之 间 的 距离 ， 以 
便 能 够 得 到 较 大 的 轴 上 声 压 ， 而 球面 泵 波 参量 接收 器 轴 上 声 压 与 距离 无 关 。 


103 ”参量 接收 器 阵 中 
10.1 节 和 10.2 节 讨论 了 平面 泵 波 和 球面 泵 波 的 参量 接收 器 , 它们 的 指向 性 
因子 都 是 


D= sin [k, L(1 - cos 9)/2] 
k,L(0-cos2)/2 


它 所 对 应 的 3dB 波束 全 束 宽 可 表示 为 
ua 
5, tein am (4) ] (10.3.2) 


式 中 ， 九 为 信号 波长 。 对 于 一 个 SkHz 的 信号 ， 要 求 波束 全 宽度 为 6" 时， 则 参量 接 
收 器 的 长 度 工 约 为 97.8m。 由 于 区 52 的 关系 近似 是 平方 根 的 ， 因 此 用 增 大 阵 长 


来 提高 阵 的 指向 性 不 是 一 种 有 效 的 途径 。 为 此 , 提出 参量 接收 器 阵 的 设想 是 很 自 
然 的 。 
如 果 用 参量 接收 器 作为 阵 元 , 则 参量 接收 器 阵 的 指向 性 函数 为 
D, (0) = DOD, (3) (10.3.3) 
AF, DO) 如 (10.3.1) 式 所 示 是 单个 参量 接收 器 的 指向 性 函数 ，Ds( 力 为 N 个 性 能 
相同 的 无 指向 性 阵 元 组 成 的 阵 的 指向 性 函数 ， 如果 相 邻 元 的 距离 为 4，, W 


(10.3.1) 
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uH Nk,d sin 引 
D,(9)- —2. (10.3.4) 


N TE k,dsin B 
其 中 假设 所 有 阵 元 上 的 泵 波 相位 相同 ,因而 相 邻 元 的 相位 差 为 bdsinz?。 
应 用 乘积 公式 可 以 计算 上 面 的 例子 , 如 用 四 元 阵 代替 长 为 97.8m 的 参量 接收 


器 , 前 者 的 面积 仅 为 1.82mx 5.79m, 这 样 用 一 个 矩形 阵 来 代替 一 个 很 长 的 阵 给 实 
际 使 用 带 来 方便 。 


104 TRZA 


以 上 讨论 的 参量 接收 器 是 根据 韦 斯 特 维尔 特 参量 阵 理论 进行 计算 的 ， 本 节 将 
从 另 一 个 角度 来 讨论 这 个 问题 。 
从 (4.1.13) 式 出 发 , 将 全 部 变量 进行 一 次 量 纲 为 一 变换 ， 即 设 


We [经 ) 
uo Co 
" 
D-or, r- [secs] (104.1) 


于 是 (4.1.13) 式 成 为 
NV yY ro (10.4.2) 


为 归 一 化 伯 格 斯 方程 , 式 中 6 为 介质 非 线性 系数 ，b 为 黏 热 系数 ，! 为 质点 速度 ， 
uo 是 它 的 幅 值 ，o 称 为 以 冲击 波形 成 距离 为 单位 的 归 一 化 距离 ， 显然，(10.4.2) 式 
是 无 频 散 效应 的 方程 。 

为 了 讨论 参量 接收 或 者 参量 放大 问题 ,假设 泵 波 是 平面 波 ， 其 频率 为 w, 本 
节 只 讨论 一 种 特殊 情况 的 参量 接收 ， 即 假设 被 接收 的 信号 频率 为 w/2， 并 且 边 界 
条 件 为 


va-sno+wosn(2+o] (10.4.3) 


根据 能 量 守恒 可 知 , 3 个 波 相互 作用 时 必须 满足 
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Qto =O 


如 果 FI a, 分 别 为 泵 波 和 信号 波 ， 则 o, 为 参量 波 ， 于 是 差 频 波 的 频率 也 是 w/12 。 
对 照 (10.4.3) 式 可 知 , (10.4.2) 式 的 解 应 写 为 


V(a, 为 =sin CE (10.4.4) 


V.G(o),s(o) 是 待定 函数 , Tf LV (0) <<1 。 将 上 式 代入 (10.4.2) 式 可 以 得 到 两 个 微分 
方程 : 


dV Ty 
do * 43^774 cos2s(0) (10.4.5) 
ds(c) 1. 
do r 2 sin2s(o) (10.4.6) 
显然 , (10.4.5) 式 的 解 为 
Vo) =woeo[-1 fü +eos2sto]ao} (104.7) 
而 (10.4.6) 式 的 积分 为 
cots(O) 7 cot 9. e^"? (10.4.8) 


从 这 二 个 式 子 可 见 , 36-5/2, s(0) 2n/2 B, 有 


ORAO ^* (104.9) 

RUE D «1, Bit o 的 增 大 ，W(c) 就 有 放大 。 由 此 可 见 ,信号 波 的 初始 相位 对 参 
量 接收 的 性 能 影响 很 大 。 

鲁 旦 科 (Pynenko) 和 芬 伦 曾经 用 伯 格 斯 方程 来 解决 多 频 波 相互 作用 问题 , 鲁 旦 

科 从 理论 上 预见 到 参量 接收 器 的 性 能 对 被 接收 信号 的 初始 相位 依赖 很 大 ， 几 个 实 

验证 实 了 这 些 理论 结果 。 图 10.4 是 行 波 参量 放大 的 实验 装置 图 ， 图 中 的 两 路 分 别 

ARRAS S, 后 者 的 频率 为 前 者 的 一 半 ， 是 由 分 频 器 产生 的 .两 个 波 经 各 自 的 

功率 放大 器 加 到 发 射 换 能 器 上 ， 再 注入 长 管 中 。 为 保证 行 波 , 管 的 远 端 放置 了 吸 声 

材料 。 信 号 由 接收 换 能 器 接收 ,通过 滤波 器 或 频谱 分 析 器 小 出 有 用 的 信号 。 测 量 
结果 与 理论 定量 符合 。 
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noa 功放 1 LLLI 
2 
换 能 器 Tu 
上 
信号 源 功放 2 
n 


图 10.4 行 波 参 量 放大 实验 装置 图 


上 面 介绍 了 关于 声 参 量 接 收 器 的 两 种 理论 。 第 一 种 是 伯 克 泰 理论 , 他 将 参量 
阵 的 源 函 数 用 一 个 连续 变化 的 表达 式 来 表示 ， 从 而 算出 各 种 泵 波 所 产生 的 参量 接 
收 器 的 指向 性 。 由 8.3 节 内 容 可 知 ， 对 于 平面 波 来 说 , 两 个 原 波 (一 个 是 泵 波 ， 另 一 
个 是 信号 波 ) 传 播 方向 的 夹 角 吉 是 否 为 零 与 源 函数 密切 相关 , BO UR ER 32 4 Ó, = 0 J 
近 有 间断 ,致使 参量 接收 器 不 存在 一 个 连续 变化 的 源 函数 ,因而 产生 的 组 合 波 场 
EE d, =0 附近 有 一 个 跳跃 。 例 如 ， 当 克 0 时 , 组 合 波 如 (8.3.29) 式 所 示 ; 当 
Š =0 HJ, 组 合 波 场 是 如 (8.3.31) 式 所 表示 的 ， 显然 , 这 时 如 何 定 义 指向 性 值得 注 
意 。 场 对 蕊 的 导数 在 动 =0 两 侧 是 无 限 大 ,当然 , 由 于 无 限 平面 波 实际 难以 实现 ， 
故 这 种 无 限 大 现象 通常 不 会 出 现 。 

另 一 个 理论 是 由 伯 格 斯 方程 出 发 , 讨论 成 =0 时 的 参量 放大 行 波 理论 ， 这 里 
只 讨论 了 泵 波 频 率 是 信号 频率 的 二 倍 的 特殊 情形 ， TA, PUT RHET 8-018 
情形 ， 故 只 是 一 种 行 波 放大 器 ,而 不 是 接收 器 ( 它 不 能 研究 指向 特性 )。 
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实际 声场 中 的 物体 会 受到 一 个 量 值 不 为 零 的 时 间 平 均 声 压力 。 根 据 线性 声学 
原理 可 知 ,一 列 正弦 波 在 介质 中 传播 时 , 物体 上 承受 到 声场 的 周期 力作 用 ， 显然 
它 的 平均 值 为 零 。 但 由 于 声学 过 程 不 是 线性 的 , 因此 声场 中 的 物体 受到 不 等 于 零 
的 平均 压力 的 作用 ， 如 在 高 声 强 声场 中 的 传声器 的 膜 片上 就 会 测 到 非 零 的 时 间 平 
均 压 力 。 要 想 弄 清 这 类 现象 的 内 在 原因 ， 必 须 借 助 于 非 线性 声学 理论 。 

远 在 十 八 九 世纪 人 们 就 曾 注意 到 辐射 力 的 现象 1， 而 理论 解释 则 是 在 20 世纪 
初 由 瑞 利 、 朗 之 万 等 着 手 开创 的 。 在 理想 流体 中 , 瑞 利 处 理 了 平面 波 经 过 刚性 板 
反射 后 , 板 上 受到 的 辐射 力 。 以 后 很 多 学 者 不 断 从 事 研究 , 按 所 得 到 的 理论 结果 可 
以 将 这 方面 的 工作 者 大 致 分 成 两 部 分 : 一 部 分 以 瑞 利 为 首 , 包括 后 来 的 富 比 尼 、 
韦 斯 特 维尔 特 、 拜 尔 以 及 朱 (Chu) 和 阿 普 弗 尔 (ApfeD 等 ， 另 一 部 分 是 以 朗 之 万 、 布 
里 渊 为 首 , 包括 赫兹 (Hertz) 和 门 德 (Mende)、 和 鲁尼 (Rooney) 和 奈 伯 格 (Nyborg) 以 及 斯 
塔 珀 (Stapper) 等 。 在 通常 的 意义 下 ,压力 是 一 个 各 向 同性 的 量 ， 下 面 也 可 以 看 到 ， 
在 欧 拉 体系 中 , 辐射 力 中 既 包括 各 向 同性 的 部 分 , 还 包括 各 向 异性 (二 级 张 量 ) 的 
部 分 , 这 也 许 是 近年 来 的 文献 中 往往 将 这 个 力 称 为 辐射 力 的 原因 。 由 第 1 章 知识 
我 们 已 经 知道 ,在 流体 力学 的 两 个 体系 , 即 拉 格 朗 日 体系 和 欧 拉 体系 中 ,二 阶 量 
是 有 差别 的 , 因此 , 下面 先 讨论 几 个 物理 量 在 两 个 体系 中 的 转换 关系 。 


11. 拉 格 朗 日 量 和 欧 拉 量 之 间 关系 的 进一步 讨论 中 


正如 在 第 1 章 中 曾 提 到 的 , 连续 介质 力学 存在 两 种 体系 : 一 种 称 为 拉 格 朗 日 
体系 ， 另 一 种 称 作 欧 拉 体系 。 前 者 是 以 各 个 流 点 在 初始 时 刻 在 空间 占有 的 位 置 
(a,b,c ) 作 为 坐标 变量 ,并 用 这 组 变量 来 区 别 不 同 的 流 点 ,在 该 坐标 系 中 ,一 切 物 
理 量 的 测量 就 像 将 测量 设备 放置 在 与 流 点 一 起 运动 的 坐标 系 上 ,对 与 流 点 有 关 的 
物理 量 作 跟 踪 测 量 ， 更 明确 地 说 , 流 点 运动 到 什么 地 方 , 测量 仪器 就 测 什么 地 方 
的 物理 量 。 在 := 如 时 ， 某 流 点 的 坐标 为 (a,b,c) ， 于 是 这 时 测 出 的 某 物理 量 为 
q+(a,b,c;t0)， 到 了 +t=t 的 时 刻 该 流 点 运动 到 新 的 位 置 ， 并 相对 于 它 的 初始 位 置 作 
了 一 个 位 移 , 它们 可 写 为 &(a,b,c;t),n(a,b,c;t),C(a,b,c;t) ， 于 是 与 该 流 点 相 联系 的 
某 物 理 量 就 成 为 gr(a,b,ciD 。 

在 欧 拉 系 中 选取 固定 空间 的 坐标 量 (x, y, z) 作为 变量 , 测量 装置 则 是 放 在 这 个 
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固定 坐标 系 中 进行 测量 任 一 物理 量 ， 它 不 跟踪 任何 流 点 , 在 :时 刻 的 空间 (x, y, z) 
点 测 得 的 某 物理 量 为 gE(x, y,z;t) 。 
为 了 导出 gr 与 q' 之 间 的 关系 , 利用 两 组 坐标 变量 之 间 的 关系 
x-a-é(a,b,c;t) 
y=b+n(a,b,c;t) (11.1.1) 
z=c+¢(a,b,c;t) 
上 式 表 明 , 在 上 时刻 流 点 (a,b,c) 的 位 置 处 于 点 (x,y,z) 。 由 此 可 见 , Z (x, yz) 空 间 
点 测 得 的 某 物理 量 gs(x, y, zt) =q" (a +é, b +n, c+ gt) MARRET t ARERIA 
时 测 得 的 同一 个 物理 量 g"(a,b,c;t)， 即 


d" (x, y zit) =q" (a,b,c;t) 


通过 泰勒 展开 可 以 求 出 它们 之 间 的 联系 , 为 表示 简单 起 见 ， 下 面 只 讨论 一 维 问题 。 
由 于 在 一 维 情况 下 gs(x,D=g5(a,D， 以 及 x=a+e(a,D， 于 是 有 


q" (at) = d (x)| asgan = 4 (2,1) 


4.94 CD 


a Ea D+ (11.1.2) 


x-a 


以 及 


q" (x,t) =qt(x—£,t) =q'(x,) — x(x t) + (11.1.3) 


lasz 


ðq" (x,t) 
ða 


根据 这 两 组 关系 可 以 求 出 各 个 物理 量 在 不 同体 系 中 的 表示 式 , 下 面 的 讨论 仅 限于 
二 级 近似 。 
由 第 1 章 可 知 ,在 拉 格 朗 日 体系 中 , 密度 和 质点 速度 的 表示 式 分 别 为 


L 


= 11.1.4 
p iE u= (11.1.4) 


RH, 5,5 DWALE EE a For HO 5538. 如 果 要 将 它们 变换 到 欧 拉 体系 中 去 , 利 
用 (11.1.3) 式 可 得 


p=, [1- Z, * €» +. ] 01.1.5) 
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以 及 
uë =6 66 (11.1.6) 
同 理 ,局 部 声速 CF 及 动量 密度 ptu 为 


CE=C, f * A6; (£) [4*2 +z] 


sire 


p'u" = p (é -Eba — Ó) (11.1.8) 


我 们 将 利用 这 些 关 系 式 从 欧 拉 体系 下 的 方程 组 导出 拉 格 朗 日 体系 下 的 波动 方程 。 
为 书写 方便 起 见 , 将 暂时 省 去 欧 拉 量 的 上 标 E。 由 欧 拉 系 中 的 连续 性 方程 和 运动 
方程 可 知 


(11.1.7) 


=0 
p, * (pu), | EL 


(pu), + (0°), =—C°p, 


式 中 , 所 有 的 量 均 为 欧 拉 量 , 为 了 化 成 拉 格 朗 日 体系 下 的 波动 方程 ,必须 将 它们 
用 拉 格 朗 日 量 来 表示 , 即 利用 (11.1. 5) 式 ~(11.1.7) 式 来 表示 p,u 及 C, 代入 (11.1.9) 
式 可 得 
AD (Š, — 6,6. 7 Eban Sub Era) + Po, Su 
--ACCE, +Z. +, +E.) nie (86) ZA 


重新 整理 之 后 可 得 


ep dette] jeden] m 


容易 证 明 ， 上 式 右 端 第 二 项 至 少 是 三 阶 项 , 故 在 二 级 近似 下 有 
-Ct -afa 3! je (LLID 
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这 个 式 子 即 为 第 2 章 开 始 部 分 得 到 的 结果 , 其 正式 表示 式 如 (7.1.2) 式 所 示 , 不 过 在 
第 2 章 是 在 拉 格 朗 日 体系 下 导出 的 , 而 本 章 是 从 欧 拉 方程 组 通过 转换 关系 导 得 的 。 


11.2” 艾 里 - 富 比 尼 ( 积 累 ) 解 “3 


为 了 求 得 瑞 利 辐射 压力 ， 富 比 尼 应 用 艾 里 逐步 近似 法 求解 (11.1.11) 式 的 边 值 
和 初 值 问题 。 为 了 求解 这 一 问题 , 他 用 一 个 作 正弦 式 运动 的 活塞 声 源 ， 限 定 该 活塞 
在 :=0 时 的 位 移 和 速度 都 为 零 , 即 它 的 振动 可 描述 为 


f(0 - &( - coser) (112.1) 


显然 , 当 != 0 TM, f(0)— /0) =0， 上 述 要 求 是 满足 的 。 应 用 艾 里 的 逐步 近似 法 ， 
首先 是 令 (11.1.11) 式 右 端 为 零 , 亦 即 是 说 ， 先 解 齐 次 波动 方程 从 而 求 得 第 一 级 近 
似 解 < 中 ， 亦 即 是 求解 


PEV c DEV 


xc De (112.2) 
要 求解 满足 边 值 条 件 
£920 
al 120, x50 PIS 
£9 -f() x=0, t>0 
满足 (11.2.2) 式 的 达 朗 贝尔 解 是 
EDV) = 让 afez) (11.24) 


上 述 解 还 要 满足 (11.2.3) 式 ， 于 是 有 


f(-X)* fX) -0 


AOX) + f (0-0 
, X50 
f(X)+ f,(X)= fX) 


将 上 面 的 第 二 式 进 行 一 次 积分 , 得 到 


fi(-X)-f(X)=-C 
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C 为 积分 常数 ,将 这 个 式 子 与 另外 的 两 个 相 组 合 , 可 以 解 出 


[^ [^ 
500-7. 4C2--—7 


crx (112.5) 
A00-f00-7 


上 式 表明 , 只 要 宗 量 X > 0， 上 面 的 3 个 式 子 恒 成 立 , 于 是 有 ， RUR 1-750, T 
0 


x 
- ,0 
Ere» 有 


即 


TERREA EO), TEGIB- 
¿e= [l Z) 12 


另外 由 于 +< 志 -无 任何 扰动 于 是 有 
0 


0, t< = 
Co 
g” (x)= (11.2.6) 
f ( " z) TES 
Co Co 


将 上 式 代 入 (11.1.11) 式 的 右 端 , 得 到 准确 到 二 级 近似 的 解 所 满足 的 波动 方程 
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9$ (96 all, x 
P Ga -2 Jl (11.2.7) 


式 中， 为 非 线 性 系数 。 作 变换 


de cine CER (112.8) 
于 是 (11.2.7) 式 成 为 
GETE 
ECC [ror] 
积分 可 得 
£z) orot +8I(C)+82(2) (112.9) 
边界 条 件 为 


当 x-C, t=0 时 ， E(x,t)=0 
当 x=0 B, £(xt)7 f() 


将 这 些 条 件 及 fD 的 表达 式 代入 (11.2.9) 式 , 最 后 可 得 
gi(2) + 8,(0) =0 
8,0 e. EI -f0 
上 面 的 第 一 个 式 子 表明 , g1() = 常数 。 从 第 二 个 式 子 可 得 (省 去 一 项 常数 ) 
07 fO -Zro 


或 者 
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g (0-8, CE (11.2.10) 
5 


将 (11.2.1) 式 和 (11.2.10) 式 代入 (11.2.9) 式 得 到 


£676 i-i - 2). B & x 


46; 


x| 1-cos29) t- — n t2 
C, C, 


此 即 为 艾 里 - 富 比 尼 解 ,， 它 是 平面 行 波 的 积累 解 ， 完 全 可 以 由 本 书 第 14 章 中 寻求 积 
累 解 的 方法 导出 。 


(11.2.11) 


113 ”流体 中 的 (时 间 ) 平 均 压力 Il 


为 简单 起 见 , 我 们 下 面 讨论 的 介质 是 气体 , 它 的 绝热 物 态 方程 可 写 为 
>=, [ZJ (11.3.1) 
如 果 介 质 是 一 般 流体 , 可 以 在 所 得 到 的 结果 中 取代 
y=28-1 (11.3.2) 
即 可 , RE B 为 流体 的 非 线性 系数 。 


我 们 计算 一 个 平面 行 波 在 介质 中 产生 的 时 间 平 均 压力 ,首先 计算 欧 拉 平均 压 
力 。 将 方程 (11.1.5) 代 入 (11.3.1) 式 ， 于 是 得 欧 拉 压力 的 表达 式 


aa 人 | 
l (11.3.3) 
-人 |- 


如 果 声 源 振动 由 (11.2.1) 式 所 表示 , 则 4 可 用 艾 里 - 富 比 尼 ( 积 累 ) 解 或 平面 行 波 积累 
解 来 描述 ,即将 (11.2.11) 式 代入 (11.3.3) 式 并 求 它 的 时 间 平 均值 PE, ， 于 是 有 
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PS = yB, E N25 E P 
£ 


8C; 4C; 2C; 1134) 


这 个 式 子 即 是 在 欧 拉 体系 中 的 平均 压力 , 它 表 明 , 由 于 7y -3<0, 那么 在 有 平面 声 
波 传播 的 介质 中 的 固定 位 置 上 测 出 的 压力 时 间 平 均值 小 于 静 压 力 , 或 者 欧 拉平 均 
压力 与 静 压 力 之 差 是 负 的 。 

现在 来 讨论 拉 格 朗 日 平均 压力 。 将 (11.1.4) 式 代入 到 (11.3.1) 式 中 ,就 可 以 得 到 
拉 格 朗 日 压力 


P*-yp, Ë: alan (11.3.5) 
将 艾 里 - 富 比 尼 ( 积 累 ) 解 代入 上 式 后 , 求 它 的 时 间 平 均值 得 到 
Py Dp +R, (11.3.6) 
此 即 为 拉 格 朗 日 平均 压力 , 或 者 是 将 测量 仪器 跟踪 流 点 时 测 得 的 平均 压力 值 。 
值得 注意 的 是 , 在 (11.3.5) 中 ,如 果 不 考虑 位 移 的 二 阶 谐 波及 其 积累 效应 , BD 
将 &x, 0 用 (11.2.11) 式 中 的 线性 ( 基 波 解 ) 解 来 计算 ， 则 得 到 相应 的 平均 压力 为 
Pivo "I pag +P, (11.3.7) 
可 以 看 出 (11.3.6) 和 (11.3.7) 两 式 的 结果 是 有 差异 的 ， 其 解释 如 下 :由 逐 级 近似 的 观 
点 来 看 , (11.2.11) 式 中 的 .二 阶 谐 波 积累 解 的 量 级 与 &. 基 波 解 的 平方 项 是 同 量 级 
fij, 其 时 间 平 均值 为 
(av =- pag (11.3.8) 


合并 (11.3.7) 式 和 (11.3.8) 式 即 可 得 到 (11.3.6) 式 。 这 个 结果 表明 ,(11.3.7) 式 是 忽略 了 
(点 )Av 这 一 项 所 造成 的 。 


1L4 RIAM Z1 RID Z7 71 $8] 75 6719 


由 113 节 的 结果 可 知 , 行 波 声场 在 介质 中 引起 的 平均 压力 差 正 比 于 振幅 的 平 
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H, 由 此 可 知 , 这 种 压力 差 是 非 线性 效应 产生 的 ,但 为 了 要 测量 这 个 压力 差 需要 
一 个 测量 装置 (如 某 种 传感器 ) 放 到 声场 中 去 ， 因 而 就 改变 了 声场 的 分 布 ， 不 同 的 
物体 特性 和 不 同 的 环境 将 得 到 不 同 的 结果 , 这 就 会 给 测量 的 定量 化 描述 带 来 困难 ， 
为 此 ,就 要 对 物体 的 声学 特性 及 其 环境 有 一 个 清楚 的 了 解 。 历 史 曾 有 过 瑞 利 辐射 
力 和 郎 之 万 辐射 力 ,下 面 将 对 它们 分 别 加 以 讨论 。 


1. 瑞 利 辐射 力 


按照 拜 尔 对 瑞 利 辐射 力 的 陈述 : 在 平面 波 传播 的 情况 下 ， 随 流体 质点 一 起 运 
动 的 表面 上 受到 一 个 不 为 零 的 平均 压力 ;假设 该 流体 具有 相同 的 平均 密度 但 流体 
处 于 静止 状态 ， 后 者 也 将 承受 到 另 一 个 平均 压力 ,前 者 与 后 者 之 差 定义 为 瑞 利 辐 
射 力 。 值 得 一 提 的 是 ， 上面 所 说 的 “平均 密度 ”在 二 级 近似 下 应 等 于 oo +O(M2- 

严格 说 来 ,，“ 平 面 波 ”和 “无 限 大 ”的 平面 是 很 难 获 得 的 , 通常 可 以 认为 , 在 
一 个 无 限 长 (或 有 限 长 管 , 但 它 的 末端 不 反射 ) 而 且 墙 壁 无 损耗 的 圆 管 中 ， 当 声波 
的 波长 比 管 径 大 很 多 时 , 管 中 传 播 的 波 可 以 视 为 平面 波 。 在 线性 声学 领域 内 , 在 一 
个 硬 壁 管 中 充 以 流体 ， 它 的 一 端 是 一 个 做 正弦 振动 的 活塞 ， 另 一 端 是 一 个 理想 的 
吸 声 体 , 这些 条 件 既 保证 了 管 中 只 有 正 向 行 波 传播 ， 又 限制 管内 外 不 产生 流体 的 
物质 交换 。 此 外 ,如 果 声 波 频 率 低 于 管子 的 截止 频率 , 则 管 中 只 有 平面 波 传播 。 这 
时 在 吸 声 体 表面 的 时 间 平 均 压力 与 周围 的 静 讨 力 之 差 称 为 瑞 利 辐射 力 ,并 用 pa 
表示 。 由 (11.3.5) 式 可 得 


p.c he gig e Tg) quen 


xb, (E) 为 声场 平均 能 量 密度 ， 且 有 


(E)= 1 Poa és (11.4.2) 


韦 斯 特 维尔 特 、 拜 尔 、 朱 和 阿 普 费 尔 的 工作 导出 了 这 个 结果 。 但 另 一 些 作 者 如 布 
里 渊 、 赫 效 和 门 德 、 鲁 尼 和 奈 伯 格 ， 以 及 斯 塔 珀 得 到 的 结果 却 是 


= rg) (114.3) 


显然 这 个 结果 是 (11.4.1) 式 的 两 倍 , 11.3 节 的 末尾 给 出 了 这 一 差异 的 解释 。 
值得 一 提 的 是 ， 瑞 利 研究 辐射 压力 的 图 像 是 ": 声 源 是 平面 波 ， 距 离 声 源 /处 
放置 一 个 无 限 大 的 平面 , 它 是 刚性 反射 体 (不 是 吸收 体 )。 
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2. 朗 之 万 辐射 力 


正如 上 面 指出 , 瑞 利 辐射 力 是 针对 (一 维 ) 平 面 波 而 言 的 ,在 实际 情况 下 ,这 个 
状态 是 难以 获得 的 。 但 从 线性 声学 的 角度 出 发 , 在 一 个 理想 刚性 壁 的 管 中 , 如 果 管 
的 直径 小 于 四 分 之 一 波长 则 其 中 只 有 平面 波 传播 , 故人 们 想象 地 将 介质 限制 在 
一 个 管子 内 ,使 得 管内 外 (或 者 波束 内 外 ) 没 有 物质 和 力 的 交换 ， 从 而 给 瑞 利 辐射 
力 提供 一 个 可 实现 的 实际 图 像 。 朗 之 万 辐射 力 则 取消 了 这 个 限制 , 其 定义 如 下 : 
声场 中 随 流 点 一 起 运动 的 物体 表面 上 受到 的 时 间 平 均 力 与 该 物体 后 面 未 被 扰动 流 
体 中 的 压力 之 差 为 朗 之 万 辐射 力 。 
从 (1.1.10a) 式 可 知 , 拉 格 朗 日 体系 中 (三 维 ) 运 动 方程 的 矢量 形式 为 


Lac (11.4.4) 


xh, V 是 拉 格 朗 日 系 中 的 算 符 ， 尽 -= (a 6b nc C) RULES CORRER RETREAT, a, 
b, c 为 流 点 的 拉 格 朗 日 坐标 变量 ， 乡 7 和 *# 为 相应 的 位 移 。 由 于 


afon R] sr XR 9RL ƏR 
VR”. =VR . 一 一 .V 
a * raf ] tar ar 


2 
如 果 流动 是 无 旋 的 , 则 上 式 右 端 第 二 项 可 写 为 LV| 3R- | = LV[vr 了 ,又 由 于 
2 9: 2 
vj -lyp 
^ p p 
利用 这 些 关系 , (11.4.4) 式 可 以 写 为 
digg. P | -vdap_ tu: 
apels] 
对 上 式 取 时 间 平均 ， 当 平均 时 间 取 得 很 长 时 ， 由 于 VRL E 总 是 有 界 值 故 有 
Le 
vit 23 ?) 0 


式 中 , 符号 O 表示 时 间 平 均 。 对 上 式 积分 有 
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(z z jvT)- 常数 (114.5) 
^ p 


对 于 这 种 情况 , 空间 是 非 限 定 的 , 在 声场 之 外 无 穷 远 处 有 P =P, 以 及 V+ -O, 
故 上 式 中 的 常数 为 零 。 利 用 展开 


pp da) be- R)+ 


将 (11.4.5) 式 在 Po 点 附近 展开 进行 积分 ,只 保留 到 二 级 近似 , 并 进行 时 间 平 均 ， 于 
是 得 到 


; (ny) 


(P-z)-zn[v'] EET E (11.4.6) 
oCo 


显然 上 式 右 端 两 项 分 别 是 声场 中 流 点 的 平均 动能 密度 和 平均 位 能 密度 ， 如 果 定 义 
声场 中 流 点 的 能 量 密度 为 E, 以 及 表示 朗 之 万 辐射 力 为 丸 ， 于 是 有 


=(P" - R)- (E) (11.4.7) 


这 个 结果 表明 ， 朗 之 万 辐射 力 等 于 声场 能 量 密度 的 时 间 平 均值 与 介质 非 线性 无 
关 。 值 得 一 提 的 是 , 这 里 不 加 区 别 地 来 说 声场 的 能 量 密度 或 者 声场 中 流 点 的 能 量 
密度 ,这 是 因为 它们 可 分 别 写 为 


(&)- AIV + 


PE 
(E EATA 


即 它们 都 是 平方 项 而 拉 格 朗 日 体系 中 的 量 与 欧 拉 系 中 同一 量 的 表示 式 的 差别 是 二 
阶 项 , 一 阶 项 是 相同 的 , 于 是 在 二 级 近似 下 , 两 个 能 量 密度 的 表示 式 是 没有 区 别 的 。 

从 上 面 两 种 辐射 力 的 定义 可 知 , 产生 瑞 利 辐射 力 的 声 源 是 平面 波 声 源 , 为 了 
实现 这 个 图 像 , 可 以 在 一 个 直径 比 波长 小 得 多 的 管 中 来 实现 。 也 有 人 用 平面 波束 
来 讨论 辐射 力 , 并且 要 求 这 个 波束 在 声 传播 时 与 外 界 不 产生 物质 及 动量 交换 ( 实 为 
WARR), 亦 即 是 没有 横向 的 质量 流 和 动量 流 ， 从 而 使 问题 成 为 一 维 的 (应 当 指 
出 的 是 , 应 用 准 直 波 束 不 满足 齐 次 波动 方程 , 在 讨论 非 线 性 问题 时 会 带 来 所 谓 “ 伪 
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声 ” 问 题 (第 8 章 )。 而 朗 之 万 辐射 力 的 定义 则 取消 了 这 些 限制 , 在 声 传播 过 程 中 
允许 有 横向 的 物质 流 及 动量 流 , 因而 问题 是 三 维 的 。 当 然 , 这 里 所 说 的 横向 尺寸 的 
大 小 是 相对 于 波长 而 言 的 。 

另 一 个 需要 说 明 的 问题 如 下 , 我 们 只 是 讨论 了 理想 吸收 体 上 的 瑞 利 辐射 力 ， 
但 实际 上 的 物体 或 多 或 少 要 反射 声波 , 对 于 这 类 物体 上 辐射 压力 的 计算 要 牵涉 到 
有 限 振幅 波 的 边 值 问题 ， 正 如 第 8 章 指出 的 ， 这 个 问题 本 身 尚 待 发 展 , 因此 , 反射 
体 上 辐射 力 的 计算 属于 有 待 解决 的 问题 。 

综 上 所 述 , 由 于 介质 和 (或 ) 运 动 的 非 线性 ， 使 得 介质 中 产生 一 个 时 间 平 均值 
不 为 零 的 力 , 它 与 环境 压力 之 差 定义 为 辐射 力 , 根据 这 一 原则 ,对 不 同 的 实际 情 
况 作 具体 处 理 。 作 者 认为 ,任何 定义 都 应 当 建 立 在 具有 实际 意义 和 可 实行 的 物理 
图 像 基础 之 上 , 否则 , 可 能 使 问题 更 加 复杂 化 ,甚至 会 陷入 象牙 塔 中 。 


11.5 ” 欧 拉 体系 中 的 辐射 力 及 其 应 用 ”0 


由 上 述 理论 可 知 ,， 辐射 力 与 声场 的 能 量 密度 有 关 ， 因而 可 以 用 来 研究 声 源 、 声 
场 的 特性 。 近 年来, 人 们 利用 切 变 扰动 成 像 法 来 探测 人 体 组 织 , 而 辐射 力 能 够 产生 
这 种 扰动 ， 从 而 也 表明 这 一 问题 需要 进行 深入 研究 。 

从 方法 论 的 角度 出 发 ， 由 于 上 述 理论 都 是 将 辐射 力 定义 在 拉 格 朗 日 体系 ,而 
通常 的 测 力 系 统 总 是 处 在 静止 的 欧 拉 坐标 系 中 , 原则 上 讲 , 虽然 二 者 可 以 相互 转 
换 , 但 在 实际 操作 中 , 仅 在 一 维 情况 下 易于 实施 。 为 此 ,下 面 我 们 将 讨论 欧 拉 体 
系 下 的 辐射 力 。 


1. 布 里 渊 辐射 应 力 张 量 
由 理想 流体 中 的 欧 拉 体系 方程 组 


93V, , 99V) -0 
or dx, 


合并 后 可 得 


DWV.) _ _ 9, 
ot àx, 


(11.5.1) 
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II, = pô, + pVV, (11.5.2) 
在 指定 体积 内 对 (11.5.1) 式 进行 积分 可 得 


9 9II, 
evar=-| 


3 dr--ó n ds (11.5.3) 


RP, 左 端 为 体积 = 内 的 动量 变化 , 5 为 包含 体积 r 的 表面 , 而 
Tn, = pn, + pVV,n, (11.5.4a) 


表示 在 单位 时 间 内 垂直 通过 单位 表面 的 动量 , 称 它 为 动量 流 密度 张 量 ,按照 
力学 定律 它 是 作用 于 不 动 空间 ( 欧 拉 体 系 ) 中 物体 上 的 辐射 应 力 ( 张 量 ), 显然 , 它 
不 仅 依赖 于 压力 (各 向 同性 ), 而 且 依赖 于 质点 速度 ， 故 它 是 一 个 各 向 异性 的 量 ( 张 
量 )。 将 (11.5.4) 用 向 量 符 号 表示 


Hn=Pn+pV(V-n) (11.5.4b) 
2. 二 级 近似 
由 欧 拉 方 程 组 
av 
(rem yw )--v (11.5.5) 
90 Ly. (oy)-0 (15.6) 
ðt 
逐步 近似 
V= V +V, + 
P=P+P+ p, + (11.5.7) 


P=P,+P +P, + 


(11.5.7) 式 中 各 个 符号 的 下 标 (0, 1, 2) 表 明 它 是 几 阶 小 量 。 将 (11.5.7) 式 代入 (11.5.5) 
式 和 (11.5.6) 式 , 取 各 阶 小 量 相 等 便 可 得 到 
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aT SPANA (11.5.8) 
A+ p, + p V VW, Vp, i 
车 一 阶 场 是 无 旋 的 , 则 有 
Wev Y 22V VY (11.5.9) 


合并 (11.5.8) 式 与 (11.5.9) 式 , 然后 沿 梯度 方向 积分 可 得 
2 
P=B+p+p = B+ (a) -AY (11.5.10) 


上 式 最 后 一 个 等 式 右 端的 第 二 项 (声场 的 位 能 ) 和 第 三 项 (动能 的 负 值 ) 是 拉 格 朗 日 
函数 也 的 负 值 。 
3. 平面 波 在 平面 吸收 靶 上 的 辐射 力 

若 在 声场 中 放置 一 个 无 限 大 的 平面 吸收 靶 ， 其 法 线 与 声波 的 传扬 方向 重合 ( 平 
面 波 ), 将 (11.5.10) 式 代入 (11.5.4) 式 , 并 将 所 得 结果 作 时 间 平 均 便 可 得 到 


2 
1_|fc 2 
IL, -n-ta (ea) *(V) | (11.5.11) 


av 


如 果 在 声场 中 放置 一 个 吸收 革 ， 其 面积 足以 覆盖 全 部 声场 , 将 (11.5.11) 式 代入 
(11.5.3) 式 在 靶 面 上 进行 积分 即 可 得 到 作用 于 靶 上 的 法 向 辐射 力 F, 与 辐射 声 功率 
W 的 关系 为 


五 =GW (11.5.12) 


式 中 ，G 为 常数 , 它 依赖 于 声 源 和 声场 的 性 质 。 根 据 (11.5.12) 式 , 钱 祖 文 等 利用 此 
法 测量 了 聚焦 声 源 的 辐射 声 功率 0 。 
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介质 中 有 强 声波 传播 时 ， 往 往 会 出 现 一 种 非 周期 的 流动 ,这 种 现象 称 为 声 流 。 
如 果 一 个 正弦 简 谐 扰动 按 线性 声学 规律 (如 胡 克 定律 ) 在 介质 中 向 前 传播 ， 由 于 不 
同 的 质点 都 是 以 各 自 的 相位 做 正弦 振动 , 因此 空间 任何 一 点 流速 的 时 间 平 均值 皆 
为 零 , 即 小 振幅 声波 在 线性 介质 中 不 产生 声 流 。 

另外 ,如 果 介质 原来 是 宏观 静止 的 , 但 当 有 声波 传播 时 却 产生 了 声 流 ,按照 
力学 定律 可 知 , 沿 声 流 方向 上 ， 声 场 对 介质 必然 施加 了 一 个 按时 间 平 均 且 其 值 不 
为 零 的 力 。 为 了 探索 声 流产 生 的 机 理 ,， 首先 必须 弄 清 几 种 可 能 的 力 。 第 一 , 辐射 场 
的 梯度 有 可 能 产生 等 效 的 时 间 平 均 力 ,第 二 ， 耗 散 阻力 或 者 等 效 耗 散 阻 力 有 可 能 
产生 时 间 平 均值 不 为 零 的 力 ,下 面 将 分 别 探讨 哪 一 种 力 是 产生 声 流 的 原因 。 在 系 
统 地 研究 这 一 问题 之 前 ， 有 必要 简单 叙述 一 下 历史 。 

实验 上 很 早 就 发 现 了 声 流 现象 ,而 瑞 利 最 早 从 理论 上 研究 了 管 中 的 平均 流 现 
B, 或 者 称 为 德 沃 夏 克 (Dvorak) 现 象 W 4， 后 来 的 舒 斯 特 (Schuster) 和 马 芯 (Matz) 等 
也 研究 了 和 孔 德 (Kundt) 管 中 的 平均 流 问 题 ; 厄 卡 特 (Eckart) 系 统 地 、 深 入 地 研究 了 声 
流 理论 ， 后 来 梅 德 温 (Medwin) 和 拉 德 尼克 (Rudnick) 取 消 了 厄 卡特 理论 中 的 下 述 两 
个 限制 : 一 阶 场 无 旋 和 介质 黏 滞 系 数 与 密度 无 关 , 修正 了 厄 卡 特 理论 ， 斯 塔 特 尼 
科 夫 (CrarHrkop) 从 理论 上 进一步 研究 了 一 阶 声场 为 冲击 波 的 情形 。 


121 厄 卡特 理论 外 


厄 卡 特 从 理论 上 系统 地 研究 了 声 流产 生 的 机 理 及 性 质 , 为 了 使 读者 受到 启发 ， 
本 节 仍 保留 他 的 思路 精 艇 。 
下 面 首先 略 去 黏 洁 力 , 则 连续 性 方程 和 运动 方程 分 别 为 


9p 
S, v-(ou)= 12.1.1 
3 ^ 09-0 ( ) 


er), plu -Vyu+ uV -(pu)=-VP 021.2 
URL RE IE FE CAE EAR RU, B0 P= P(p) 于 是 有 


VP=C°Vp (12.1.3) 
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RF, C=C) 为 局 部 声速 。 将 流体 场 展 成 (省 去 微 扰 参数 没 写 ) 
P= tp pte (12.1.4) 
mm (12.1.5) 


式 中 ，po 为 介质 处 于 静止 状态 时 的 密度 , 它 是 常量 , 因为 没有 声场 时 介质 静止 ， 
故 uo = 0, ui 是 声场 一 阶 量 ，p,,u, 为 声场 二 阶 量 。 将 这 些 展开 式 代 入 方程 组 ,并 
使 各 阶 量 分 别 相等 ,于 是 有 


d +u =0 (12.1.6) 
du, 2 
p, S= -ciNp, (12.1.7) 
以 及 
Ws py. u, +V (pu) -0 (12.1.8) 
du, 
Pa ta 2 (pun) + polun ` Vu +uV u] 
(12.1.9) 


di 
--GVp,-C, (£) Vp? 
0 


式 中 ， E JE 如 果 定 义 一 阶 声场 的 能 量 密 度 : 


2 
1 1 
w-jomt+tac 人 名 ] (12.1.10) 
以 及 
, w 
É-A-G (12.1.11) 


根据 向 量 等 式 
u Vu, = vu -uV xu, 
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设 一 阶 场 是 无 旋 的 , 应 用 上 述 6 个 方程 组 及 上 述 关系 将 (12.1.8) 式 和 (12.1.9) 式 改写 
成 


ZA 


«ov u,-0 (12.1.12) 
Qu. dC 
Py CVp, -v| pa i2 E3I J (12.1.13) 
或 者 
p civp, «vw -V| pa «C | €] z: (12.1.14) 
ar dp j, 
容易 证 明 
dC 
Ol = | =P- 5" 
(£) Ps CS -1) (12.1.15) 


利用 这 个 关系 及 W 的 表示 式 可 将 (12.1.14) 式 写 为 
du, 2 2 
P s - Np, - uL pu? aala) + AoC? 全 | (12.1.16) 


对 于 平面 波 来 说 

1 A 

g^" aaa] 
现在 我 们 来 看 一 看 (12.1.16) 式 右 端 两 项 的 物理 意义 。 显 然 ， 该 式 右 端 是 两 个 梯度 项 ， 
第 一 项 是 二 阶 声 压 梯度 , 第 二 项 是 一 项 压力 梯度 。 如 果 取 它们 的 时 间 平 均 ， 则 其 右 
端 第 一 项 不 为 零 ,而 第 二 项 等 于 表达 式 (1)(E) 的 梯度 ， 式 中 (E) 是 平均 能 量 密 
BE, 对 于 平面 波 而 言 ， 在 二 级 近似 下 它 是 常数 ， 因 而 在 梯度 算 子 的 作用 下 它 也 等 
T. 
在 一 般 情况 下 ， 从 (12.1.12) 式 以 及 (12.1.13) 式 消去 o; EË us. 可 分 别 得 到 


Pu. à 9 dc 
—-— d 一 2VxV: 二 一 一 | x 2 d. 
DE -CV «| PoCo VX is gb als )z] (12.1.17) 
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P, ocv 2 
de C V A -V'| pu? + C, 8p ), p (12.1.18) 


从 (12.1.17) 式 , (12.1.18) ET JR, WR wl 和 如 是 无 旋 场 , 则 (12.1.17) 式 和 (12.1.18) 式 
是 以 一 阶 场 的 平方 为 源 函数 的 非 齐 次 波动 方程 的 标准 形 。 设 一 阶 场 是 正弦 式 声波 ， 
则 其 平方 项 可 以 表示 为 常量 项 与 一 项 二 阶 谐 波 项 之 和 ， 由 此 可 见 ， 如 果 取 这 两 个 
式 子 的 时 间 平 均值 , 则 其 右 端 缘 为 零 。 这 个 结果 表明 , 在 无 黏 无 旋 的 流体 中 ,即使 
存在 辐射 压力 ， 也 不 会 产生 声 流 。 

现在 来 讨论 黏 滞 流 体 中 的 声 流 问 题 , 根据 一 般 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 组 : 


iy. -(pu)- 0 (12.1.19) 


p Ar tone Du p [e Twain (12.1.20) 


TW 890 383 n 和 比值 5/17 与 介质 的 密度 无 关 ， 仍 采用 逐步 近似 , 将 p 和 w 展 成 
各 阶 量 之 和 ,并 将 展开 式 代 入 上 面 的 方程 组 ,使 各 阶 量 相等 ， 便 可 得 到 


95 ea -u = 0 (12.121) 
ou, 2 4 
Psy “VA + 了 7+5 VV.u, -7VxVxu, (12.1.22) 
t 
P X ous V- (pu)=0 (12.1.23) 


ðt 
ðu, 
Po 3r E 9 (pu )* pollu,- V)u +u V: u,] 
==—cC¿;Vp, -Co (&) Vo + (n * ev u, -TVxVxu, (12.1.24) 
类 似 于 前 面 的 计算 , 应 用 这 4 个 方程 , 假设 一 阶 场 是 无 旋 的 ,于 是 二 阶 场 满足 


1 (4 
N 9E eA soc (3n«2)«-v(88) (12.1.25) 
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" 4 
nS cip von) + $n +e)VV-u 
(12.1.26) 
dC 2 4 p, 
-a| € | vg -nvxv xu, -| 5g +ç Avv. 
(45) p? —INXV xu, (5n««)4 u, 
消去 应 可 得 


u. 4 9 LE 
Poga AG, ~ p, C; VxVxu, (inse) wu) (x Vxu) 


EU NO Li | 
dor 


(12.1.27) 
对 (12.1.26) 式 和 (12.1.27) 式 分 别 进行 旋 度 和 散 度 运算 ， 并 定义 

D YM, 12.1.28 

R, =Vxu, i-12 02428) 


可 以 得 到 D, 和 R, 的 方程 : 
PD, v] 14 ) ,[ èD, 
v2D Ru e 
ae = A de 
-=_Vvzj9| gy2 dC) 114 [xem] 
y Ë [a =a (15) z] aor) a 
Miner. và (11.129) 
A 9 


9R, "gl 99, 

a^ x^ R,- >G n+ ë vov (22 ) | (12.1.30) 
不 难看 出 ,即使 一 阶 场 是 无 旋 的 ， 上 式 右 端的 时 间 平 均值 一 般 并 不 为 零 ， 如 当 p, 
是 正弦 波 时 便 是 如 此 ,因而 R, 的 时 间 平均 值 不 为 零 , 介质 中 的 声 流 以 涡 旋 的 形式 
HR, 特别 是 稳 态 涡 旋 满足 方程 : 
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1 ap 1 2 
VR ese E oe (37 (v xVxR,-pV'R) (12.1.31) 

为 了 更 具体 地 说 明 声 流 的 存在 , 我 们 举 一 个 管 中 声波 产生 声 流 的 例子 ， 这 个 
管子 两 端 是 封闭 的 ， 管 壁 为 刚性 ,半径 为 ry, 长 度 足 够 长 ， 以 保证 终端 没有 反射 ， 
封 入 管 中 的 是 黏 性 流体 。 设 一 阶 声 场 的 压力 变化 可 表示 为 沿 管 轴 方 向 传播 的 行 波 ， 
即 


p, = GP, = P(r)sin(kz — ot) (12.1.32) 


将 这 个 结果 代入 (12.1.31) 式 , 可 得 


2 
ViR=K D [-isin g+ j cosg] (12.1.33) 
r 
式 中 
k (4 £) 
= sE 12.1.34 
2p8Co E n i : 


式 中 ，g 为 管 截 面 上 的 极 角 , ij 为 该 截面 上 沿 x, y 轴 方 向 上 的 单位 矢量 。 显 然 , Jr 
程 (12.1.33) 的 特 解 形 如 


R, = f (r)|-isin p+ jcosg] (12.1.35) 
式 中 JD 满 足 方程 I 

Bae ent 
storm A| LS o| , 故 上 式 积分 可 写成 


K p M 
f=_ [rara 2Nr + — (12.1.36) 


KP, N, M 为 积分 常数 , 显然, 为 了 使 rn) 在 r = 0 处 连续 ， 有 M = 0。 因 为 管 中 的 
流动 只 有 沿 管 轴 方 向 的 速度 , Mu, =u, =0, uy mg). MORE 


dg(r) 
dr 


R, = Vxu, = (isin g- j cosg) (12.1.37) 


由 (12.1.35) 式 可 得 
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dE. p (12.1.38) 
dr 


为 黏 滞 流 体 完全 附着 在 管 壁 , k r= ro Bl wzz= 0, 或 者 


8(ro)=0 
于 是 (12.1.38) 式 的 积分 为 


g()= Ë f(Ddr- K F [s P' ()dxdt + pir — r°) 
- KW) Ba? -— r) 


AF, W(n) 为 下 面 二 重 积分 : 
)= Ë Fr (x)dxdt 
改变 积分 次 序 , 可 得 
W(r)= [o f laqe+ p aP | Lax 


= 了 zcon 人 和 je xP? (x Cn 人 je 


An X. 
xin (3). 0<x<r 
ra,r)= r (12.1.39) 
xin (3). r&x«n 
x 
于 是 W(n) 可 表示 为 
w= fro. nP adx 
于 是 
g()= K Í TG Np d+ Bag — r°) (12.1.40) 


由 于 管 的 两 端 是 封闭 的 ， 故 通过 任何 管 截面 的 净 流 量 必须 为 零 , 即 
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p rg(r)dr-0 
将 (12.1.40) 式 代入 上 式 进 行 计算 , 注意 交换 积分 次 序 ， 最终 可 得 
A= [PO — xia (12.141) 
m 
如 果 一 阶 声场 为 准 直 束 ， 即 
ls r< 
P= 
0 r»m 


以 及 


me 
N r>, MJ . 
wa)- [maa = n [ 5) 
rsio TEA 
上- 加 -oa(-3]-a 中 0<x<y 


8(7)=G(n) 1 
jam] y<x<1 


(12.1.42) 


式 中 
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GOD-= 了 KR (12.1.43) 


由 (12.1.42) 式 可 知 ， 声 流速 度 正比 于 G(r), 并 且 在 准 直 束 外 的 流 是 反 向 的 (图 
12.1)。 这 种 声 流 称 为 厄 卡特 流 ,其 理论 和 实验 图 示 见 图 12.1 和 图 12.2。 由 于 这 种 


sceau (2.8). 故 有 可 能 用 这 个 理论 结果 来 测量 流体 的 第 二 黏 滞 系 


w E 


L> 
<“ 


图 12.1 厄 卡 特 声 流 理论 图 
1 声 源 ; 2. 吸 收 体 


图 122 厄 卡特 声 流 实验 图 示 


12.2” 梅 德 温 - 拉 德 尼克 修正 中 
由 12.1 节 可 知 , 厄 卡特 理论 假设 一 阶 场 是 无 旋 的 , 介质 蒜 滞 系数 与 密度 无 关 ， 
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梅 德 温和 拉 德 尼克 取消 了 这 两 个 限制 ,他们 从 一 般 的 流体 力学 公式 
P=V:P (12.2.1) 


出 发 导出 声 流 公式 , RP 
üP, YR, ikP, 
P=| jip, pP. jkP, 
kiP,, kjPo kkP, 
为 并 矢 和 矩阵 ,j 和 kk 是 单位 向 量 , 而 Py 为 称 张 量 分 量 , BD p, = Pu, 根据 应 力 与 应 变 
速度 的 关系 , 它们 可 表示 为 
2 Qu, | Qu, 
P, "oe v la (x) (12.2.2) 


AH, P 为 流体 中 的 压力 , 而 


以 及 
V =iu, + ju, + ku, 
假设 7 为 常数 , 而 是 体积 黏 滞 系 数 , 它 有 可 能 随 密度 变化 ,于 是 将 (12.2.2) 式 代 
入 (12.2.1) 式 ,考虑 到 5 随 密度 变 化 ,并 将 所 得 结果 写成 向 量 形式 : 
peo PS (nt vvv -TVxVxy+(VOV.Y — 0223) 


利用 逐步 近似 ， 可 以 得 到 一 阶 场 和 二 阶 场 的 方程 组 ,将 它们 分 别 写成 


B+ pv =0 (122.4) 


o. c iva *(inse)vwv -INXVxV, (122.5) 
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9V, aV, dC d. 
Po tA oto =-CoVp, -e(£ va [E] ce vov 
4 d 
s(inse)w v. (E| avv -n)VxVxV, 


(12.2.6) 


RP, VnM VV 分 别 为 一 阶 速度 和 二 阶 速度 向 量 。 将 (12.2.4) 式 和 (12.2.5) 式 代入 
(12.2.6) 式 , 并 将 得 到 的 结果 式 进行 一 次 旋 度 运算 , 利用 等 式 


Vx(aA)=aVxA+VaxA, A*VA- VA A)-AxVxA 


Vx(Va)20, V*(VxA)=0, VxVxA=VV.A-V’A 
令 
R=VxV, i=1,2 (12.2.7) 
于 是 有 稳 态 涡 旋 解 


9 
VxR, - ($+3 vaio 
ANT Ki (122.8) 
-Fv XR) -VX (PVX R) 


如 果 在 上 式 右 端 使 第 二 和 第 三 两 项 为 零 , 则 它 就 退化 为 (12.1.3D 式 ， 即 厄 卡 
特 的 理论 结果 。 另 外 一 点 值得 提起 , 在 推导 上 式 的 过 程 中 ， 曾 经 假设 了 《 依赖 于 密 
BE, 但 最 终结 果 表明 ,这 对 二 阶 涡 旋 场 不 产生 影响 。 

从 这 个 结果 可 以 看 出 ,如 果 在 一 个 有 限 空间 (如 直径 较 大 的 管 中 ), RAER 
个 障碍 物 的 绕 流 中 , 一 阶 涡 旋 声场 R 只 有 在 很 薄 边界 层 内 不 为 零 ， 而 在 远离 这 个 
层 之 外 ，R =0, 不 妨 定义 这 里 的 二 阶 涡 旋 源 ( 即 上 式 右 端 第 一 项 ) 为 体积 涡流 源 ， 
而 厄 卡特 声 流 即 为 这 种 源 引 起 的 。 在 表面 层 中 R, x0, 定义 这 里 的 源 为 表面 源 ( 上 
式 中 的 第 二 、 第 三 两 项 ), 这 种 表面 源 在 边界 附 面 层 中 是 很 强 的 。 

根据 上 面 的 分 析 能 够 看 出 , 厄 卡特 理论 对 于 远离 边界 层 区 域内 的 一 维 声 流 问 
题 是 正确 的 ， 而 在 边界 层 附 近 , 则 要 作 梅 德 温和 拉 德 尼克 表面 源 的 修正 。 
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123 有限 振幅 声波 声 流 中 


在 厄 特 卡 声 流 理论 中 ,所 用 的 一 阶 声场 在 传播 过 程 中 ,本 身 有 限 振幅 效应 未 
加 考虑 ,这 个 问题 是 斯 塔 特 尼 科 夫 解决 的 。 他 从 黏 滞 流体 力学 方程 组 出 发 ， 即 


了 :+y.yy=-LVp+ 了 LVy+LOC+LDVY-Y (12.3.1) 
at p p p 3 
2P Ly. (oy) -0 (123.2) 
ðt 
令 
V=V, +V, p-p,*p, P+P,+P, (12.3.3) 
式 中 


Y,- hm. [va = (y) 

" 
P= Jim 7. Ü pàt - (p) (123.4) 
8 - lim. [7 Pàr- (P) 


BIA I V,, p, FUP, 的 时 间 平 均值 为 零 。 将 (12.3.3) 式 代入 (12.3.2) 式 , 并 将 所 得 结果 式 
进行 一 次 时 间 平 均 ， 由 (12.3.4) 式 可 得 


vrha) =0 (123.5) 
Po 
令 
V, —-(pV,)-U (123.6) 
Po 
则 有 
VU=0 (123.7) 


由 (12.3.1) 式 和 (12.3.2) 式 , 可 得 
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(pv) +V VV + gV V-V 2-VP e nV'V (e * Dyvvv (12.3.8) 
将 (12.3.3) 式 ~(12.3.7) 式 代入 (12.3.8) 式 ， 可 以 得 到 


dU (u-y)u -Lyu Lvp+F (12.39) 
9t Po Po 


F--(vVV)- (V) 7-8 (nV) 
E $ (12.3.10) 
po 3 
将 (12.3.9) 式 与 (12.3.0) 式 对 比 可 知 , 如果 某 种 流体 的 两 个 黏 滞 系 数 满足 
£*0/3-0 
它 的 质点 宏观 流速 为 U 时 , 则 它 上 面 作用 的 等 效 体积 力 为 F, 由 (12.3.7) 式 可 知 ， 


这 种 流动 是 不 可 压缩 的 , 根据 流体 力学 原理 可 知 ,这 种 流动 所 对 应 的 马赫 数 应 比 
1 小 很 多 。 


当 一 阶 声 场 为 平面 行 波 时 ,在 (12.3.10) 式 中 Pig Bw TEES? 
" 


4 时 
r=- à) (123.11) 


对 于 声 雷诺 数 很 小 ( 即 Re <<1) 的 小 振幅 声波 有 
V, A e rine 
om 为 黏 滞 吸 收 系数 ,将 这 个 式 子 代入 (12.3.11) 式 ,容易 得 到 
F =@Và (12.3.12) 


如 果 在 离 边 界 层 很 远 的 地 方 , (12.3.12) 式 即 为 产生 厄 卡特 流 的 等 效力 。 这 个 结果 也 
表明 ,如 果 黏 滞 系 数 为 零 , 则 产生 这 种 流 的 等 效力 不 复 存 在 ,这 也 与 厄 卡特 的 结 
论 一 致 。 

如 果 声 雷诺 数 Re >>1, 则 声场 或 者 是 用 富 比 尼 解 表示 (0<a<1),， 或 者 是 用 
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法 伊 解 来 表示 (o > 1/2) ,将 这 些 解 分 别 代入 (12.3.10) 式 , 则 可 以 算出 不 同情 况 下 
的 等 效力 F。 例 如 对 于 锯齿 波 声场 (o > r/2 ) 来 说 , 由 于 
x 
Vo 


nr (12.3.13) 
=] 


n 


将 它 代 入 (12.3.11) 式 可 得 


à 3 
p-1m Bev (12.3.14) 
3 (+o) C2 


这 个 结果 表明 ， 即 使 介质 不 存在 黏 洁 , 但 由 于 有 限 振幅 吸收 效应 , 也 能 产生 声 流 。 
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液体 受到 某 种 扰动 致使 其 中 出 现 空 腔 , 这 种 现象 称 为 空 化 。 这 种 空 腔 也 许 是 
短暂 的 真空 , 也许 被 气体 或 者 蒸气 所 填充 。 根据 相 平衡 的 热力 学 理论 ， 当 温度 、 压 
力 一 定时 ,溶解 在 液体 中 的 某 种 气体 与 它 在 大 气 中 的 气态 成 分 处 于 相 平衡 状态 ， 
与 此 同时 ， 该 液体 与 它 的 蒸气 也 处 于 相 平衡 状态 。 如 果 温 度 或 压力 发 生变 化 , 则 相 
平衡 曲线 产生 偏 移 。 例 如 ， 当 温度 升 高 或 者 压力 降低 时 ， 原 来 处 于 液态 的 气体 ( 溶 
解 了 的 气体 ) 就 会 部 分 变 成 气体 , 或 者 液体 汽化 , 于 是 在 液体 中 产生 新 的 气泡 、 蒸 
气泡 或 者 两 种 气态 成 分 的 混合 空 泡 。 除 了 这 种 产生 空 泡 的 原因 以 外 , 电解 、 有 机 
体 的 腐蚀 、 生 命 活 动 如 水 生物 的 呼吸 等 都 可 以 在 液体 中 产生 空 泡 。 

空 化 可 以 分 成 两 大 类 ，, 即 流体 力学 空 化 和 能 量 积蓄 空 化 , 前 者 包括 水 力学 空 
化 和 声 空 化 , 后 者 包括 光 空 化 和 粒子 射线 空 化 。 

所 谓 水 力学 空 化 是 指 液体 中 存在 高 速 运动 物体 (如 船舶 的 螺旋 桨 的 高 速 旋转 )， 
根据 伯 努 利 定 理 , 运动 速度 大 的 地 方 压力 小 ， 如 果 运 动 速度 达到 一 定 的 极限 值 ， 
足以 使 得 其 中 的 液态 气体 (或 者 液体 本 身 ) 气 ( 汽 ) 化 , 就 会 产生 空 泡 。 当 液体 中 有 声 
波 通过 时 ， 由 于 声 压 是 交 变 的 ， 正 半 周 使 局 部 压力 增高 ， 而 负 半 周 使 得 局 部 压力 
Wi, 当 声 压 振幅 达到 一 定 的 极限 值 ( 称 为 空 化 阔 值 ) 时 ,在 负 半 周 就 去 形成 空 泡 ， 
这 就 是 所 谓 声 空 化 ,由 于 气 化 速率 是 有 限 值 ， 故 声 空 化 必定 与 频率 有 关 。 当 频率 足 
够 高 ， 以 使 得 溶解 气体 还 没有 来 得 及 气 化 时 其 压力 已 改变 了 方向 , 故 高 频 声 波 不 
易 产 生 空 化 。 所 以 水 力学 空 化 (包括 声 空 化 ) 多 半 是 在 压力 降低 时 产生 的 。 

光 空 化 是 将 一 束 激光 聚焦 于 液体 中 某 点 , 将 光 能 转化 为 热能 ， 使 液体 (或 溶解 
气体 ) 汽 ( 气 ) 化 ,从 而 出 现 空 腔 。 光 空 化 已 成 为 产生 气泡 的 一 种 方法 。 

如 果 一 束 高 能 粒子 (如 宇宙 线 中 的 高 能 粒子 ) 射 入 液体 , 使 得 粒子 束 的 能 量 传 
递 给 液体 ， 从 而 产生 粒子 射线 空 化 其 实 光 空 化 也 是 粒子 射线 空 化 ,只 不 过 它 的 粒 
子 是 Y 光 子 而 已 。 

通常 液体 中 总 是 存在 一 定量 的 征 气 泡 , 这 类 气泡 称 为 空 化 核 ， 一 旦 外 界 出 现 
扰动 ,总 会 使 这 些微 气泡 的 大 小 产生 变化 。 例 如 ， 原 来 处 于 相 平衡 的 二 相 系 ， 当 扰 
动 的 等 效 压力 增 大 或 者 等 效 温度 降低 时 , 将 使 更 多 的 气态 物质 转化 为 液态 ;反之 ， 
当 扰动 的 等 效 压力 降低 或 等 效 温度 升 高 时 , 过 程 就 反 向 ， 即 将 有 较 多 的 液态 物质 
转向 气态 ; 若 扰动 是 交 变 的 ， 且 气 化 率 高 于 液化 率 , 则 会 使 这 些微 气泡 增 大 , 即 空 
化 在 发 展 。 反之, 则 会 使 这 些微 气泡 缩小 ,， 即 空 化 在 萎缩 或 称 为 气泡 的 南 缩 。 为 了 
研究 空 泡 的 发 展 和 南 缩 ， 本 章 将 着 重 分 析 气 泡 的 运动 。 
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13.1 气泡 的 振动 方程 组 和 边界 条 件 


由 线性 声学 理论 可 知 ， 只 受 静 压力 和 表面 张力 作用 下 的 气泡 ,在 其 平衡 半径 
附近 做 小 振幅 振动 时 ， 其 共振 频率 可 表示 为 


f= [IR nop m 


UmRV ps X (8.0) 


式 中 ，Ro 为 气泡 的 平衡 半径 ，o 为 表面 张力 系数 ，R 和 p 分 别 为 气泡 周围 液体 中 
的 静 压 力 和 平衡 密度 ，y 为 气泡 内 气体 的 比 热 比 。 当 气泡 半径 很 小 以 使 得 表面 张 
力 的 贡献 不 可 忽略 时 ，X%(R,a) 的 具体 形式 尚 待 研究 。 当 一 个 气泡 做 简 谐振 动 时 ， 
它 由 最 小 半径 膨胀 到 最 大 半径 ,再 由 最 大 半径 缩小 到 最 小 半径 ,这样 就 完成 一 个 
周期 振动 ， 两 个 过 程 所 经 历 的 时 间 相 等 ， 且 等 于 半 周 期 ,这 类 气泡 的 运动 规律 可 以 
用 线性 化 了 的 流体 力学 和 热力 学 方程 组 来 描写 。 

但 对 于 有 限 振幅 振动 气泡 的 发 展 和 塌 缩 过 程 来 说 ,其 两 个 “ 半 周 期 ”一 般 不 
相等 , 在 空 腔 出 现时 其 尺寸 增长 很 快 , 迅速 达到 最 大 尺寸 , 然后 再 由 最 大 尺寸 声 
缩 成 一 个 或 者 若干 个 小 气泡 ， 由 于 振动 幅度 较 大 , 采用 线性 振动 理论 显然 是 不 够 
的 ， 而 必须 从 一 般 的 方程 组 出 发 对 它 进行 研究 ,其 内 容 如 下 。 

.一 般 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 为 (1.4.6) 式 所 示 ， 即 


(13.1.1) 


pco NP «Vv (13.12) 


在 (1.4.6) 式 中 , RIKA -AWRA A ç 一 27 /3 来 表示 , 式 中 5 HARER 
数 ，11 为 切 变 黏 滞 系 数 。 
连续 性 方程 为 


DP, py.y= 

这 +PYY=0 (13.1.3) 
以 及 能 量 守恒 方程 (热力 学 第 一 定律 ) 为 

=. L pP = (13.14) 


式 中 , 2 为 热量 , 为 内 能 ，z 为 体积 ， MR D. 表示 对 时 间 1 的 流 点 导数 ,为 压力 。 
对 于 液体 的 物 态 方程 , 我 们 仍 假设 压力 只 是 密度 的 函数 ， 即 
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P-P(p) (13.1.5) 
假设 气泡 为 球形 , 并 且 只 做 径 向 运动 ， 而 运动 只 与 +- 有关, 即 
V =i,u(r,t) (13.1.6) 
将 上 式 代入 (13.1.2) 式 和 (13.1.3) 式 , 应 用 微分 几何 中 的 单位 矢量 导数 关系 ,容易 得 
到 
du du)__oP u 2 du 2u 
e àr + =- (es 2E za 3 (13.1.7) 
3p , Ən, NA 
àr +u r + Xt > Je (13.1.8) 


可 以 证 明 , 只 有 径 向 振动 的 流体 运动 是 无 旋 的 。 根据 向 量 恒 等 式 有 
VxVxV 2 VV.V - V'V , 如果 运动 是 无 旋 的 , 则 有 


VV=VV:V (13.1.9) 


容易 证 明 , (13.1.6) 式 满足 上 式 , 这 表明 , 它 所 描述 的 运动 的 确 是 无 旋 的 。 
现在 来 讨论 边界 条 件 。 显然, 在 气泡 的 表面 上 , 液体 与 气体 的 压力 和 法 向 速度 
应 当 连 续 , 即 当 r=R 时 ， 有 


R =P, Ñ =Ñ =R (13.1.10) 


式 中 , 下 标 b，! 和 g 分 别 表示 该 量 是 属于 气泡 、 液 体 和 气体 的 。 气 泡 内 气态 物质 
的 压力 包含 液体 的 饱和 蒸气 压 p, 和 泡 内 气体 的 气压 P,, BO 


B,(R.)= P, + P, (13.1.11) 


P, 的 表达 式 见 后 面 (13.2.9) 式 。 而 液体 中 的 压力 包含 流体 压力 P, WEINE 
等 效 压力 Pa, 以 及 液 气 界面 上 的 表面 张力 已 ,或 者 


B.(R.t)= P(R,t)+ P, + P, (13.1.12) 
式 中 


(13.1.13) 


>ja 


为 表面 张力 , 而 
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P, -- (sre 2) 13.1.14) 
正如 上 面 指出 的 ，(13.1.6) 式 所 表示 的 运动 是 无 旋 的 ， 故 可 以 引入 速度 势 的 概念 即 
定义 为 
u=V9 (13.1.15) 
这 个 式 子 代 入 (13.1.7) 式 和 (13.1.8) 式 中 , 并 将 所 得 结果 对 r 积分 一 次 , 于 是 有 
PE æf- -f Sears (e+ »)r 3 去 (V D (13.1.16) 


9p _ dg dp 
-一 V? BE 
X aras toVio-0 (13.1.17) 


式 中 


在 得 到 上 面 的 式 子 时 ， 曾 假设 速度 势 满足 辐射 条 件 ， 即 在 无 限 远 处 的 a 为 


零 。 
应 用 物 态 方程 (13.1.5), 可 将 连续 性 方程 改写 为 


9P 9009P Ey SSE 
MET 3r +pCoV.9=0 (13.1.18) 
AI, Co 为 声速 , BHA 
2_dP 
=— 13.1.1 
Co dp (13.1.19) 


原则 上 说 , 通过 运动 方程 (13.1.16)、 连 续 性 方程 (13.1.18) 和 物 态 方程 (13.1.5) 能 够 
将 方程 组 化 归 只 包含 罗 的 微分 方程 ， 再 应 用 边界 条 件 (13.1.10) 一 (13.1.14) 可 以 得 到 


一 个 关于 R, RAR H, B 
f (RR,R,t)=0 (13.1.20) 


也 就 是 说 , 它 可 以 化 为 关于 气泡 瞬时 半径 R 的 常 微分 方程 来 求解 ,无 需 再 引入 其 
他 假设 (更 确切 地 说 是 限制 )。 但 在 实际 上 这 样 做 是 很 困难 的 , 因此 在 解决 不 同 的 问 
题 时 , 不同 的 作者 引入 了 各 式 各 样 的 假设 , 并 形成 了 各 自 的 理论 , 这些 理 论 中 具 
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有 代表 性 将 分 别 在 下 面 一 一 介绍 。 如 果 所 作 的 假设 与 原 问题 是 相 适 应 的 , 则 定 解 
问题 是 合理 的 。 反之, 如果 所 作 的 假设 与 原 问题 有 矛盾 ， 则 会 使 定 解 问题 成 为 不 合 
理 。 

13.2 不 可 压缩 液体 中 的 气泡 振动 


一 定 质 量 流体 在 运动 中 的 体积 不 变 , 或 者 说 在 流动 中 密度 不 变 ， 即 


Dp_o 
Dr 


这 样 的 流体 称 为 不 可 压缩 流体 , 利用 连续 性 方程 ,容易 将 上 式 改 写 为 
V'Y=0 (13.2.1) 
代入 运动 方程 和 连续 性 方程 分 别 得 到 


39,1 $e -+ c 
P ZE rii )- P(r,D)) (132.2) 
及 
Dp 1DP. 
cp (13.2.3) 
由 (13.1.6) 式 和 (13.2.1) 式 , 可 得 
Su, Z 20 
Dr r 
解 之 得 
ap A 
dE 
M r=R,u=R=U 时 , 于 是 有 
2 
pe (13.2.4) 
r r 


式 中, R= R(D) 为 气泡 的 瞬时 半径 。 如 将 (13.2.4) 式 代入 (13.2.2) 式 , 容易 得 到 


i 2 
2) LEO) P9) (13.2.5) 
MET Ps 
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为 不 可 压缩 , 故 p= po。。 式 中 P(R) 为 气泡 表面 的 压力 ，P(~) 为 离 气 泡 中 心 无 限 
远 处 流体 中 的 压力 。 


1 瑞 利 理论 外 


瑞 利 最 早 研究 了 空 腔 中 是 真空 的 这 类 空 化 问题 , BD PR), BRE P(%)= Po, 
即 无 穷 远 处 的 压力 等 于 静 压力 , 也 就 是 也 说 , 他 讨论 的 是 忽略 表面 张力 和 各 灌 力 


的 真空 泡 。 通 过 代入 可 知 
ja -(85) -2A (8) 
dt 3P R 


满足 (13.2.5) 式 ,， 即 它 是 (13.2.5) 式 的 解 。 式 中 Ra HARA AA RAKK. 
对 上 式 再 积分 一 次 得 到 


& 3 Uri 
f a=- on, a/($-1) (13.2.6) 


3 EADEM SERERE JA FGRL CK A Rn JF AREE, SER, 在 此 过 程 中 


坚 <0， 故 在 上 式 右 端 取 了 负 号 , RP r AARE, 为 了 求 出 上 面 的 积分 , 4 


代入 (13.2.6) 式 , 容易 得 到 


Bp, . 
=R, 2P, E 


上 式 右 端 积分 在 数学 上 称 为 8 函数 , 利用 它 与 工 函 数 的 关系 可 得 


i z'" 5 (1— z) "^ dz (13.2.7) 


1 


"(外 | 
z = R, 人 6/ N20915R, |: (13.2.8) 
r() R 
3 


这 个 结果 即 为 静 压 力 Po FARREA, 首先 为 瑞 利 求 得 。 
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2. 普 莱 塞 特 、 责 尔 汀 克 和 尼 皮 拉 斯 、 波 里 茨 基 理 论 B-9 


如 果 空 腔 不 是 真空 ,而 是 充 以 气体 和 (或 ) 蒸 气 ,因此 腔 中 的 压力 不 为 零 。 根 据 
气体 定律 , 腔 中 气体 压力 为 


37 ar 
P, =Po (&) -(a 2436) (13.2.9) 


AH, 为 多 方 指数 , 在 等 温 过 程 中 y=1, 而 在 绝热 过 程 中 y 为 气体 的 比 热 比 。 假 
设 振动 过 程 中 液体 和 它 的 蒸气 总 是 处 于 相 平衡 状态 ， 其 饱和 蒸气 压 为 Pv， 能 够 跟 
得 上 体积 变化 , 于 是 气泡 中 的 压力 为 气体 压力 与 蒸气 压力 之 和 , BD 


3y 
(a z416) +P, =P(R,1) +22 
R, J R R 


这 个 结果 表明 , 气体 空 腔 中 的 压力 等 于 液体 中 的 压力 与 表面 张力 之 和 ,由 此 可 得 
液体 压力 为 


3y d 
P(e)- (a 2310) +P, -2 (13.2.10) 


在 瑞 利 理论 中 , 我 们 认为 P(ee)= P,, 但 如 果 有 声场 存在 时 ， 则 
P(so,1) = P, — P, sin ax (13.2.11) 


将 (13.2.10) 式 和 (13.2.11) 式 代入 到 (13.2.5) 式 中 ,于 是 得 到 


a 2 s 
bse Hs 30) +P, -ER +P sin or(13.2.12) 


AX BD A 3S ZR 1T 3€ (Noltingk) t JE Bz $2 39i (Neppiras) 7j FE(II E& NN 方程 )， 式 中 o8 
声场 的 角 频 率 , Pa 为 声 压 的 振幅 。 如 果 进 一 步 考虑 切 变 黏 滞 对 压力 的 贡献 , 则 由 
(13.1.14) 式 和 (13.2. HRG L =0， 即 不 考虑 体积 黏 滞 ) 可 得 
p. = 4 — s (13.2.13) 
于 是 在 (13.2.12) 式 的 右 端 还 需 加 上 -4 大 2 这 一 项 。 
应 当 提 醒 读者 的 是 , (13.1.6) 式 和 (13.2.1) 式 不 能 同时 成 立 。 因 为 一 个 不 可 压缩 
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的 流体 不 可 能 只 有 径 向 运动 , 例如 , 我 们 讨论 一 个 平均 半径 为 Ro 厚 为 AR HRE 
的 流 点 集合 ， 当 这 个 球 壳 中 的 流体 产生 扩张 运动 时 ,这 半径 变 成 Rot A Ro, 为 了 满 
足 流体 是 不 可 压缩 的 条 件 , 即 在 流动 中 流体 密度 保持 不 变 ， 则 这 个 壳 中 的 流体 所 
占有 体积 保持 不 变 , 这 就 要 求 在 扩张 时 的 球 壳 厚度 变 薄 ; 另外 ， 由 于 限制 了 流 点 只 
能 沿 径 向 做 球 对 称 运动 , 任何 流 点 只 能 沿 以 气泡 中 心 为 起 点 的 径 向 上 运动 , 而 过 
变 薄 则 要 求 在 径 向 上 的 流体 或 者 受 压 , 或 者 有 部 分 流体 作 离 开 这 个 径 向 的 运动 ， 
前 者 说 明 流体 受 压缩 了 , 后 者 说 明了 流体 在 作 非 径 向 运动 。 由 此 可 见 ， m 种 不 
可 压缩 的 液体 不 可 能 只 作 纯 径 向 的 对 称 振动 。 
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众所周知 ， 只 有 当 流 动 的 马赫 数 很 小 时 , 流体 才 可 以 被 认为 是 不 可 压缩 的 。 根 
据 上 面 最 后 一 部 分 的 分 析 可 知 ， 即 使 不 可 压缩 的 条 件 能 够 满足 , 它 也 不 可 能 只 作 
球 对 称 的 径 向 运动 ， 这 就 促使 许多 作者 努力 取消 不 可 压缩 的 假定 。 


1. 特 里 林 - 赫 林 - 弗 林 理 论 F9 

不 可 压缩 的 假定 实质 上 是 排除 了 液体 中 有 气泡 的 辐射 声波 ,因为 在 这 种 介质 
中 速度 势 满足 的 不 是 波 传播 方程 而 是 拉 普 拉 斯 方程 。 为 了 去 掉 不 可 压缩 这 一 限制 ， 
特 里 林 (Trilling)- 赫 林 (Herring)- 弗 林 (Flynn) 采 取 了 两 个 措施 : 第 一 , 在 运动 方程 中 
去 掉 了 p 在 流动 中 保持 常数 这 个 限制 ， 在 这 个 方程 中 保留 了 一 个 积分 表示 ; 第 二 ， 
假设 气泡 振动 时 在 液体 中 产生 的 速度 势 p 是 一 个 发 散 传 播 的 小 振幅 球面 波 , 即 ç 
满足 


(až -jea- 0 (13.3.1) 


式 中 , Co 为 小 振幅 波 声 速 ， 即 这 里 不 考虑 液体 中 声速 的 有 限 振幅 效应 。 将 这 个 结果 
代入 (13.1.16) 式 和 (13.1.18) 式 中 , 利用 (13.1.15) 式 可 以 得 到 


2 
-n Eu + Cara +G £5 1 Par 


+ 一 ar 一 + 一 一 =0 (13.3.2) 


为 了 使 上 面 的 方程 组 化 归 到 气泡 表面 上 来 , 令 气泡 表面 上 的 压力 和 质点 速度 分 别 
为 已 和 U, 其 流 点 导数 分 别 为 
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DP_ƏP ,ap 


D» s» (13.3.3) 
DU oU ðU 
P> 9 ae Ces 


对 (13.3.2) 式 进行 一 次 梯度 运算 , 将 得 到 的 式 子 和 (13.1.18) 式 、(13.3.3) 式 以 及 (13.3.4) 

式 联 立 , gun P 9P 9U 9U 在 ; =R 时 的 表达 式 , 再 将 所 得 结果 代入 (13.3.2) 式 
Ot or Ot Or 

中 ,最 终 得 到 


2 3 
R 1-20 dU „3y: 1-49. |.. 8 UU yU DP , LPa, 
1 PULG C; GD ~par 


(13.3.5) 


此 即 为 特 里 林 首 先导 出 的 方程 , 但 弗 林 应 用 类 似 的 方法 对 相同 的 方程 组 , 采取 了 
相同 的 近似 , 却 得 到 另 一 个 方程 : 


dr (13.3.6) 


d'R 3(aRY 1 DP dR R DP ial3P 
RF 并 )* Far E 


2\a) pGD dr pC, Dr por 


显然 , 这 两 个 方程 是 不 能 化 归 同 一 个 式 子 的 ,这 就 出 现 了 矛盾 。 如 果 仔细 分 析 一 下 
这 一 理论 ,就 不 难看 出 产生 这 种 矛盾 的 原因 。 事 实 上 他 们 在 推导 过 程 中 都 假设 液 
体 中 的 速度 势 是 以 小 振幅 声速 传播 的 发 散 球面 波 , 即 认为 p 是 线性 波动 方程 的 解 ， 
故 辐射 场 是 属于 线性 近似 的 。 而 气泡 振动 满足 非 线性 方程 ， 当 在 气泡 表面 上 连接 
时 ， 就 出 现 了 下 述 问题 : 非 线性 振动 源 辐射 线性 场 的 问题 ， 故 在 气泡 表面 就 会 给 非 
线性 项 带 来 强制 性 的 忽略 ,对 比 一 下 (13.3.5) 式 和 (13.3.6) 式 可 知 ,它们 差别 也 正 是 


非 线性 项 。 另 外 , 当 E05, (13.3.5) 式 中 会 出 现 负 惯 性 问题 。 
0 


2 
假设 上 <<1 ， 以 及 p = py, P(R.D 中 包括 气体 压力 、 蒸 气压 力 、 表 面 张力 、 


黏 滞 应 力 和 声 压 ， 应 用 (13.2.10) 式 、(13.2.11) 式 以 及 (13.2.13) 式 ， 可 将 (13.3.5) 式 写 
成 
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27]dR 3f 4U (z) 1 
RI1— *-2|1-- +—[P,- P, 
[ x Je 并 ii pu í 


RU ( U Jo 13.3.7) 


此 式 称 为 特 里 林 - 赫 林 - 弗 林 方 程 (简称 THF 方程 )。 


2. 柯 克 伍德 -贝蒂 、 科 和 尔 -吉尔 摩 理论 "中 


THF 理论 中 的 (13.3.1) 式 实质 中 假设 rg 是 以 波 速 Co 传播， 因为 根据 那个 式 子 
利用 (1.9.10) 式 容易 得 到 


一 | =C, (13.3.8) 
($5). ki 


回忆 一 下 有 限 振幅 波 的 黎 曼 - 厄 恩 肖 解 即 可 得 到 上 述 结论 , 式 中 Co 为 小 振幅 声速 。 
可 以 想象 ， 当 气泡 做 小 振幅 振动 或 者 即使 气泡 做 有 限 振幅 振动 ,只 要 在 离 气 泡 足 
够 远 的 地 方 , (13.3.1) 式 是 近似 正确 的 。 而 当 气 泡 振动 其 马赫 数 较 大 时 , 在 离 气泡 不 
太 远 的 地 方 ， 必 须要 考虑 辐射 场 的 有 限 振幅 效应 ， 为 此 , 柯 克 伍 德 (Kirkwood) 和 贝 
A (Bethe) (KB 假设 ) 假 设 rp 是 以 有 限 振幅 波 的 速度 C+u 传播 , 其 中 C 是 波 在 介质 
中 传播 的 局 部 声速 ,u 是 流 点 速度 。 根 据 (13.1.16) 式 忽略 黏 汪 项 ,定义 


[Barn (13.3.9) 
=p ðr 
人 们 容易 得 到 

de p È 

Pon- (13.3.10) 


T28-2o-- 2E). 因为 KB 假设 认为 rg 以 波 速 Ctu 传播 ， 故 
他 们 假设 其 对 时 间 的 导数 也 以 波 速 Ceu 传播 , 于 是 有 


9 9 al ë 
[zrem] (13.3.11) 
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通常 将 h+w?/2 运动 烩 。 这 个 式 子 表明 , FAR r 的 乘积 沿 rC 
征 线 上 以 速度 C+u 传播 时 ， 其 形状 不 变 。 在 运动 方程 中 忽略 了 黏 滞 , 但 在 边界 条 
件 中 将 把 它 计 入 。 

EFRI CP, 流 点 的 运动 烩 随时 间 的 变化 可 以 写成 


DA DS 1DP 1DP 
PAS pos DP VLDE 13.3.12; 
Dt Dt pDt pDt t ) 


将 这 个 关系 代入 运动 方程 (13.1.16) 和 连续 性 方程 (13.1.18), 分 别 得 到 


Du ðh 
—=—-— 13.3.13 
Dr ðr ( ) 


以 及 
du 2u 1 Dh 


A e (13.3.14) 


将 这 两 个 式 子 代入 (13.3.11) 式 ， 并 将 全 部 偏 导 数量 消去 ,应 用 边界 条 件 能 够 得 到 
2 2 
ri-te (n) 

C dt Jd 2 3C dt J dt 


shl 14 LÀR |, 1 Dh |, 18R 
Cdr) CD: C dr 


(13.3.15) 


这 个 式 子 称 为 柯 克 伍德 -贝蒂 方程 (KB 方程 ), 为 了 求解 这 个 方程 ,必须 知道 h 的 表 
RA, AIE, 科 尔 (Cole) 和 吉尔 靡 (Gilmore) 应 用 泰 特 方程 


IB (4) (133.16) 
TEB Vp. 


作为 物 态 方程 , 式 中 已 和 p_ 分 别 为 距离 气泡 中 的 很 远 处 的 压力 和 液体 密度 ,对 
于 水 来 说 , n =7 , B-3000atm9。 将 (13.3.16) 式 用 于 (13.3.9) 式 ， 能 够 算出 运动 烩 户 为 


a 
(z) u (13.3.17) 
PB 


ÁB B) 
(n-p. 


h 


(D 1atm=1.01325 x 10° Pa， 下 同 。 
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以 及 局 部 声速 


(13.3.18) 


忽略 黏 滞 应 力 时 ， 式 中 的 P (R) 及 已 可 分 别 用 (13.2.10) 式 及 (13.2.11) 式 来 表示 。 如 
果 考 虑 黏 滞 力 在 边界 的 影响 , 则 在 P (R) 的 表达 式 中 加 上 (13.2.13) 式 的 负 值 即 可 。 
而 (13.3.15) 式 一 (13.3.18) 式 即 为 克拉 默 (Cramer) 和 劳 特 博 恩 (Lauterborn) 进 行 数值 
计算 时 的 方程 组 。 
近年 来 , 人 们 应 用 气泡 的 有 限 振幅 振动 方程 来 研究 气泡 的 声 致 发 光 机 理 , 用 
得 比较 多 的 是 所 谓 瑞 利 - 普 莱 塞 特 型 的 方程 , 简称 R-P 方程 , 不 同 的 作者 写 出 的 方 
程 形 式 大 同 小 异 , 它 可 以 从 (13.3.5) 式 一 (13.3.7) 式 和 (13.3.15) 式 所 列 的 方程 中 取 马 
赫 数 趋 近 于 零 的 近似 而 求 得 , 即 
ERR) -R RE 9P 


20 
- dr F,- 133.19 
d? alar) pcd par^" ( ) 


pR 


Cb, F, $W AE IESU ATIRAR, Poritsky 研究 了 不 可 压缩 流体 , 假定 在 
邻近 于 气泡 表面 的 流体 中 , 仅 有 径 向 运动 存在 ,其 径 向 主 应 力 为 常数 ， 其 他 两 个 
主 应 力 相等 , 然后 由 边界 条 件 来 作 黏 滞 修正 ， 从 而 得 到 


=- (13.3.20) 


正如 上 面 提 到 的 , 不 可 压缩 的 流体 中 不 可 能 仅 有 径 向 运动 。 
3. 大 马赫 数 情况 下 的 气泡 振动 方程 及 其 应 用 


. 到 目前 为 止 , 几乎 所 有 的 文献 都 是 应 用 (13.3.19) 式 作为 基本 方程 , 但 从 上 面 
的 讨论 可 知 , 方程 (13.3.19) 仅 在 马赫 数 很 小 时 成 立 。 在 声 致 发 光 的 情况 下 , 发 光 气 
泡 塌 缩 到 最 小 半径 时 , 它 的 马赫 数 很 大 (超过 1), 远 远 超过 (13.3.19) 式 的 应 用 范围 。 
另外 , (13.3.19) 式 还 有 一 个 不 足 之 处 ,， 即 Poritsky 在 作 黏 滞 修 正 时 ， 只 考虑 了 切 变 
黏 滞 系 数 , 没有 计 及 体积 黏 滞 系 数 的 影响 。 由 声 吸收 的 理论 和 实验 结果 可 知 , 仅 有 
单 原子 气体 的 体积 黏 沾 系数 为 零 ， 一 般 流体 总 是 存在 不 为 零 的 体积 黏 滞 系数 ， 例 
du, 水 的 5 近似 为 了 的 3 倍 ， 当 气泡 扩张 时 ,尽管 马赫 数 较 小 , 但 由 于 体积 黏 滞 的 
影响 ， 由 此 式 算 出 的 结果 也 不 会 与 实验 符合 考虑 到 这 些 因素 ,下 面 将 导出 更 严格 
的 气泡 振动 方程 "9。 
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设 流体 做 径 向 运动 (可 以 证 明 , 这 样 的 运动 也 是 无 旋 的 )， 由 (13.1.2) 式 和 
(13.1.3) 式 , 运动 、 连 续 方程 分 别 可 写 为 


du pu) a|. (2 2 
P [2 22)= al (24) (13.3.21) 
P ap. o o(9 2.) 
r a tp C (#.2.)=o (13.3.22) 
c-9 
i (13.3.23) 
P= (e) 
AP, 为 水 的 切 变 符 滞 系数 ，“ 为 体积 黏 滞 系 数 。 作 坐标 和 变量 变换 
rzR()*x, t=T (13.3.24) 
于 是 有 
S Ryder, did: 
ə KG) St az ðr ax 
以 及 
u=v+RŘ(t) 
于 是 方程 组 成 为 
9v | 9v ar |. _9p ð | Ju 2 
2 eei |- Pase (13.3.25) 
LN. PP CR 
ara 2C [o f (13.3.26) 


在 气泡 表面 ,zx= 0,r= R( r)， 以 及 


3p dp  9u du - 
Dr dt’ Ər dt’ «meo. ər 


我 们 引入 辐射 方程 。 假 设 气泡 辐射 量 rg 为 黎 曼 - 厄 恩 肖 波 ， 即 
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[2 «c2 em- 0 (13.3.27) 
u = = E = v(x,7)+ R(T) 
根据 (13.3.24) 式 对 辐射 方程 (13.3.27) 作 坐标 变换 得 到 
9o, 8D En EH +u[C+u- kon} (13.328) 
定义 
人 lap e hxc) (13.3.29) 
PenD p ? ins 
将 运动 方程 (13.3.25) 对 x 进行 一 次 积分 ,积分 限 是 (ce, x)， 由 于 无 限 远 处 的 流体 是 
i 静止 的 , 故 
een 2 = eus D| -0 v(s,r)=0- R(t) 


并 且 在 黏 洁 项 中 忽略 密度 的 变化 , 于 是 得 到 


997) du + 2 
or 


Ox x+R 


=-—h(x,r) +— s(x, Jiova (13.3.30) 


合并 (13.3.28) 式 和 (13.3.30) 式 , 消去 (x, 7) ， 并 在 所 得 到 的 方程 中 令 x = 0, 利用 
连续 性 方程 ， 以 及 
ðu _ ðv 25 1 op 


ñ Qu s 
v(0,7) 20, u(0,T)= R(T), 3: RO ax Ox R TOE 


最 终 得 到 
1 h(o2 b op 2 R oC 
c Mat Ma! + 一 Ci c zog ui [a+ma(1+2ma)+ 2 acle 


R 2C 1 dhO,T) — b 
=[a+maoa+zmo- £3 |o. THRO Ma) ET Z€ 


RC d aR 1 o» 
SEE Ma( + Ma) - ay |Ë -p C May 2C) 


(13.3.31) 
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这 个 式 子 即 为 修正 的 R-P 方 程 。 数 值 计算 表 明 ,“ 负 惯性 现象 消失 。 式 中 Ma = c 


为 马赫 数 . 当 Ma 趋 近 于 零 时 ， p 和 C 皆 不 变 ， 黏 滞 对 惯性 的 贡献 很 小 而 可 以 忽 
略 ， 惯 性 项 RR 前 的 系数 为 1。 另 外 ,由 (13.3.29) 式 可 得 


(0,7) = [Lp(0,7) ” pss, 7)] 


其 中 的 p(0,c) 即 为 (13.2.10) 式 中 的 p(R, 7), 而 plo, T) 的 表达 式 即 为 (13.2.11) 
式 所 示 。 
将 这 些 结果 代入 (13.3.31) 式 , 即 可 化 归 R-P 类 型 的 方程 ,只 不 过 黏 灌 修正 项 成 


为 


bR 9P\4nR 
F,=— IL 13.3.32 
i p x) pR : k 


这 个 结果 表明 , 仅 当 上 式 的 括 弧 中 的 量 等 于 1, 才能 化 归 Poritsky (5545 iE 
(13.3.20) 式 。 在 13.1 节 的 末 我 们 讨论 了 流体 的 运动 ,认为 在 不 可 压缩 流体 中 , 不 可 
能 仅 存在 径 向 运动 , 这 似乎 表明 , Poritsky 提出 的 “ 伴 雇 "不 是 由 于 Navier-Stokes Jy 
程 所 引起 的 ， 而 是 由 于 运动 的 连续 性 所 要 求 的 。 当 然 , 在 一 段 时 间 内 , 气泡 做 径 向 
运动 的 要 求 总 是 可 以 满足 的 , 但 这 时 就 不 能 要 求 流体 是 不 可 压缩 的 。 

为 了 进一步 研究 气泡 振动 , 利用 Tait 方程 作为 水 的 物 态 方程 由 (13.3.17) 式 和 
(13.3.18) 式 可 以 算出 h(0,7) 和 C 以 及 它们 的 微 商 , 而 p(0,7) 及 其 微 商 可 由 
(13.2.20) 式 求 得 。 将 它们 代入 (13.3.31) 式 后 即 可 以 进行 数值 计算 "1。 

图 13.1 为 水 中 空气 泡 的 有 限 振幅 振动 图 ,频率 为 26.5 kHz, 声 压 pa=1.325 atm, 
Ro=4.5 4 m, Co=1481 m/s, y=1.4, 圆圈 点 符号 是 Mie 散射 数据 (根据 文献 [18] 的 图 3a 
中 的 数值 重新 作 图 )。 图 中 实 线 是 由 (13.3.31) 式 作 数 值 计 算 的 结果 ,计算 时 取 全 部 黏 
H? b=0.004 Pa * s, 表面 张力 系数 o=0.072 N/m; 虚线 是 从 R-P 型 方程 (13.3.19) 式 
作 数 值 计 算 的 结果 。 计算 时 取 切 变 黏 滞 系 数 了 = 0.007 Pa * s, o = 0 N/m( 两 者 度 是 非 
正常 值 , 图 中 用 下 标 abnorm 注 明 ); 点 划 线 是 从 R-P 型 方程 (13.3.19) 式 作 数 值 计算 
的 结果 ,这 里 切 变 黏 滞 系数 和 表面 张力 系数 取水 的 正常 数据 (图 中 用 下 标 norm 注 
明 )1 = 0.001 Pa * s, z = 0.072 Nm。 
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图 13.1 水 中 空气 泡 的 有 限 振幅 振动 
而 图 13.2 中 , 频率 为 32.5 kHz, 声 压 p=1.45 atm，Ro=3u m，Co=1481 m/s, 
y-1.4, BUE ARES IE Mie 散射 数据 (根据 文献 [19] 的 图 3a 中 的 数值 重新 作 图 )。 图 
中 实 线 是 由 (13.3.31) 式 作 数 值 计 算 的 结果 ,计算 时 取 全 部 黏 滞 b=0.004 Pa- s, 表 
面 张力 系数 c= 0.072 N/m; 虚 线 是 从 R-P 型 方程 (13.3.19) 式 作 数 值 计 算 的 结果 。 计算 
时 切 变 黏 潜 系数 和 表面 张力 系数 是 取水 的 正常 数据 n= 0.001 Pa * s, ø = 0.072 N/m. 


— Qx 
-— RP 
oxa 


tims 


图 13.2 ”水 中 空气 泡 的 有 限 振幅 振动 
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由 上 述 两 个 结果 可 见 , 修正 了 的 气泡 振动 方程 (13.3.31) 其 数值 计算 结果 与 实 


验 数 据 符合 得 很 好 。 


EN 


ul 


[2] 


[3] 


[4] 


I5] 


[6] 


[7] 


[8] 


[9] 


uo) 


[n] 


[12] 


[13] 


[14] 


[15] 
[16] 


H7] 


当 液体 中 出 现 多 个 做 大 振幅 振动 的 气泡 时 ， 每 个 气泡 除了 做 大 振幅 振动 外 ， 
] 之 间 有 相互 作用 所 0"， 这 类 问题 的 处 理 有 待 进一步 探索 。 
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14.1 “ 非 线性 参数 的 热力 学 理论 "3 


从 第 1 章 可 知 ,对 于 一 个 单 相 均匀 系 的 介质 来 说 ,其 物 态 方程 有 两 个 独立 变 
元 , 例如 , 介质 中 的 压力 P 可 表示 为 密度 p 303868 S 的 函数 ， 即 


P-P(p,S) (14.1.1) 


Wr rh hj 5 ki 8822263889, 正如 在 第 3 章 中 讨论 过 ,即使 在 介质 中 形成 冲 
Hi, 只 要 其 间断 值 不 太 大 ,等 箭 假设 依然 有 效 。 于 是 在 等 箭 情况 下 ， 可 以 将 压力 
展 成 如 下 的 级 数 


2 
aP ee] 1 (2) c3 
P=Ph+ +> p +e 
^ ZEN Po 2 3p? so\ Po 


2 
"nsa A iaee) us (14.1.2) 
Po 2 Po 
式 中 
DP i (25) 的 
A= 一 | =A. B=0|— |] = 一 一 (14.1.3) 
al), ka: 2 so "9p so 
定义 一 个 量 
B A a) d(C? / C2) 
= AC, i 14.1.4 
Am [s so 9p) in 


正如 在 第 1 章 中 指出 的 ， 这 个 量 称 为 (二 阶 ) 非 线性 参数 ， 从 (14.1.1) 式 可 知 ， 可 以 选 
取 独立 变数 为 (P, S, 于 是 有 


p= p(P,S) 
将 它 代入 (14.1.4) 式 可 得 
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B f oct 5 a) 的 
=p CT - pc (14.1.5) 
ac^ ES 上 z E :ap 人。 


非 线性 参数 是 非 线性 声学 中 重要 的 物理 量 , 近年 来 它 在 超声 医学 诊断 及 生物 声学 
上 出 现 了 可 喜 的 应 用 前 景 , 因而 必须 对 它 进行 精确 测量 和 深入 研究 。 到 目前 为 止 ， 
有 下 述 几 种 研究 方法 ， 即 热力 学 方法 、 有 限 振幅 声波 法 和 非 线性 参数 成 像 法 ， 这 一 
节 只 讨论 热力 学 方法 ,其 他 方法 将 在 以 后 的 两 节 中 分 别 加 以 讨论 。 

测量 B/ A 的 热力 学 方法 可 以 由 (14.1.5) 式 直观 地 看 出 ， 即 如 果 知 道 p。 Co, 再 
设法 测 出 声速 C 在 等 箭 过 程 中 随 压 力 己 的 变化 即 可 。 但 是 由 于 声速 随 压力 的 变化 
颇 不 敏感 ， 要 想 测 出 C 有 可 观察 的 变化 , 则 要 求 压 力 改变 很 大 , 这 在 实际 测量 中 
是 很 不 方便 的 。 

(14.1.5) 式 中 C 对 P 的 导数 是 在 等 业 过 程 中 进行 的 , 也 可 以 通过 变 元 的 选择 化 
为 等 温 过 程 的 量 , 例如 , 选 7 了 为 独立 变 元 , 可 将 C 和 5 表示 为 


C-C(PT) S-S(Q,T) 


于 是 有 
oc oc 
= — |, — | dP 4.1. 
dC (Ear (S]a (14.1.6) 
fas as 
ds EE (14.1.7) 


如 果 取 C=C(P,S), WA 


将 ds 的 表示 式 代入 上 式 得 到 


CE Ed 


令 这 个 结果 与 (14.1.6) 式 相等 ， 由 于 P,T 是 独立 变量 , 故 要 求 dP 和 d7 前 的 系数 相 


等 , 因此 有 
( J: ( ) X ) Cm 
op 9P as 9P 


ESAE. e 
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将 (14.1.9) 式 代入 (14.1.8) 式 , 应 用 热力 学 恒等式 (1.9.6) 式 和 (1.9.11) 式 


29$) | 1 ƏS) 
A A^ ($5), e 


(w) - EA 
ap 人 (IP), PC, T Jp 
suec oc 
显然， esi (3€) 实 为 0413] 式 中 的 [3 ,将 上 式 代入 (14.1.5) 式 可 得 
9P J, 9P Jso 


B ðc 2aC,T (9C 
lz2400,-—— — — .1. 
AC UM (35). C, (z). | 033419 


于 是 得 到 


XP, a 为 热膨胀 系数 ，C, 为 定 压 比 热 。 这 个 式 子 表明 , 如果 知道 介质 的 o, C, o 
和 Cr ， 以 及 测 出 等 温 过 程 中 声速 随 压力 的 变化 和 在 定 压 过 程 中 声速 随 温度 的 变 
化 , 即 可 由 (14.1.10) 式 算出 非 线性 参数 8/4 。 如 将 (14.1.10) 式 中 的 第 一 项 和 第 二 项 
分 别 写 为 (B14) 和 (B14)”, ÆR 14.1 中 列 出 了 水 的 B/4 值 与 温度 以 及 压力 的 关 
系 !21。 由 表 中 的 数值 容易 看 出 ，(B/14) 是 主要 的 ，(B/14) RS, 即 (14.1.10) 式 中 
的 第 二 项 的 贡献 比 第 一 项 小 得 多 。 另 外 ， 随 着 温度 的 上 升 ，B/14 增 大 ， 当 温度 一 
定时 ， 随 着 压力 增加 B/A 有 极 大 值 。 

如 果 根 据 (14.1.5) 式 测量 B / A 的 值 ， 则 要 求 过 程 是 等 烂 的 , 而 借助 于 仪表 来 监 
视 过 程 是 否 为 等 烂 是 困难 的 。 而 根据 (14.1.10) 式 来 测量 B/ A 只 要 求 等 温 过 程 和 定 
E 过 程 ， 这 对 于 仪表 监视 是 容易 实现 的 , 但 缺点 是 要 预先 对 介质 的 定 压 比 热 和 热 
膨胀 系数 作 专 门 测量 , 这 两 个 量 不 易 测 得 精确 ， 因 而 为 进一步 实际 应 用 带 来 不 便 。 

另 一 个 测量 方法 外 是 , 将 声速 为 C 的 待 测 样品 充满 在 发 射 和 接收 换 能 器 之 间 ， 
设 两 个 换 能 器 保持 固定 距离 为 4 ,假设 脉冲 声波 从 一 个 换 能 器 到 另 一 个 换 能 器 的 
传播 时 间 为 +, 则 有 C=d/t, 于 是 有 


9C d ( ət 
Zp = S= 14.1. 
(S). y (£). ( 1) 


将 这 个 式 子 代入 (14.1.5) 式 ， 并 近似 地 用 (Ar / AP), 代替 微 商 式 ,于 是 有 


2 
B 246 (&) (14.1.12) 
o 


A t AP 


非 线性 声学 


*258- 


TES LES OSS ESS bs 896 Ws PLS WS SES S PFS bls PLS (via) 
100 — $00 900 900 OO soo 900 00 L00 00 900 80 100  100-| (ra) 
IS EES tws Lrs OSS ESS 896 Ys SLS BLS OFS — 186  8L6 LSS (V8) «08 
ISS TSS OSS TFS OLS LLS £95 SES à 89S 995 EFS SLS OLG IFS (ig) 
700 £00 soo goo à 800 Iro gro sro pro pro pro mro oro 4100 NO 
OSS  6vS 55 PSS TFS IFS OS ELS PES TS 696 Ws OFS bs Vig) «09 
OtS — 995 — 895 SLs LFS LES LES LES EES LFS OFS 69s TFS Scc (vg) 
wo 9%0 00 800 ZO lO 9%0 LIO LO rO Lo sro €O “¿rO 18) 
WES OSS I9s LFS SLs GLS IFS 0s MS OLS EFS bs 6S ive (ig) «os 
bis — 6L6 — SEG — v6S WI 909 809 009 EES PFS 696 695  6vc (vig) 
mo zro ero sro  9r0 Lro 6I0 oo oro OCO gro 910 sro I8) 
ESS LSS UWS  6L6 98S 68S 68S OFS ELS Ws IFS ES rs Vig) oOb 
009 909 ty9 619 69 809 366 EFS EFS fys ITS (rig) 
610 sro 910 gO ITO zzo ZTO iTO 60 ¿lO sro NU 
18'S 06€ LES 109 866 98S MS TIS WS Ys WS a(¥/8) «0€ 
LS9 v9 099 089 B89  v99 St9 8S 06v 80v (v/a) 
zo gro 070 eTo 5S0 sTO 0r0 “O 900 £00 Ig) 
Sv9 8r9 Or9 49 69  6€9 STI WS S r (V1g) o0 - 
RU 
00001 0006 0008  000L 0009 0005 000€ 000€ 0007 00s! 0000 005 OSC I 
(ABa 


WG HW SE SS) TE 


第 14 章 ，” 非 线性 参数 及 其 在 医学 超声 中 的 应 用 - 259 - 


这 个 式 子 表明 ,如 果 能 测 出 传播 时 间 上 26388 e h BJ (Ar/AP)so， 则 可 以 测 出 
BIA, 其 中 的 (At/AP)so 表示 在 等 燃 过 程 中 介质 中 庄 力 的 增加 引起 的 声波 传播 时 
间 的 增加 。 通过 相位 比较 法 测 出 Ar, 用 压力 传感器 测 出 压力 的 变化 量 AP, 假设 过 


TRAP, 这样，B/14 即 可 从 (14.1.12) 式 算出 。 利 用 这 种 方法 测量 几 种 介质 的 
B14 值 见 表 142. 


表 14.2 几 种 液体 的 8/4 值 


液体 名 称 P/(g.cm) Cw(ms) B/A (25'C) 
Zk 0.995 1509 5.11 +0.20 

Vus itk 1.002 1519 7.853:0.31 

GE) Zt (Hexane) 0.685 1284 9.81 +0.39 
甘油 (4% 的 水 ) 1.239 1899 8.58 土 034 
甘 醇 (ethylene glycol) 1.110 1658 9.88+0.40 
牛 血清 蛋白 0.20 6.23 士 0.25 


将 这 个 表 中 蒸馏 水 的 B/A 值 与 表 14.1 中 温度 相近 的 对 应 值 比 较 , 结果 非常 接 
近 , 这 是 很 自然 的 ， 因 为 等 燃 过 程 与 等 温 过 程 的 B/4 值 之 最 大 差 值 不 超过 
(8/14)”, 而 后 一 个 值 是 非常 小 的 。 


142 ”测量 非 线性 参数 的 有 限 振幅 声波 法 


由 14.1 节 可 以 知道 , 几 种 热力 学 方法 ,能 够 得 到 较为 接近 的 非 线性 参数 测量 
Ji, 这 给 超声 医学 提供 有 用 的 参数 , 但 由 于 它 只 能 测量 样品 的 数值 ， 故 还 不 能 用 
于 医院 门诊 ,要 想 对 人 体 活 组 织 进行 检查 ,， 有 限 振幅 声波 法 是 目前 行 之 有 效 的 方 
法 。 这 种 方法 是 对 样品 或 人 体 组 织 发 射 一 个 角 频 率 为 w 的 声波, 接收 它 的 二 阶 谐 
波 声 场 , 利用 后 者 与 非 线性 系数 B=1+B/24 成 正比 这 一 性 质 ， 从 而 求 出 B/A。 

由 第 2 章 的 理论 可 知 , 不 计 样 品 的 声 吸收 ,在 冲击 波形 成 距离 以 内 , 有 限 振幅 
声波 场 可 用 富 比 尼 解 来 表示 , 亦 即 是 说 , 如 果 声 源 发 射 声波 时 其 表面 振动 速度 ( 表 
面 半径 为 R) 为 


wmwsna[i- B] 


时 ,， 它 在 介质 中 距离 声 源 中 心 为 x 的 地 方 产生 的 二 阶 谐 波 声场 为 
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uz 24,1 LOO ina) t-— 
& 


-wesnao[ 2 (14.2.1) 
2 G 


0 


相应 的 二 阶 声 压 为 


1 : x š x 
p” ~= 5 P Bh *xsin E: - z) = Pj? sin 2a: - z) 


0 


-bo a I 
pe eS [A Tx (14.2.2) 
式 中 , kd, PO 为 一 阶 声 压 振 幅 ，RL? 为 二 阶 声讨 振幅 ，C, 为 小 振幅 声速 ， 
BP 为 非 线 性 系数 , 且 等 于 1]+B/24 ， 由 (14.2.2) 式 可 得 


B 2AGROQ , 
^ memo 


式 中 ，R?(x) 为 在 x 点 测 出 的 二 阶 压力 振幅 , 而 PO (0) 表示 在 发 射 换 能 器 表面 附 
近 的 一 阶 压力 振幅 , CEF pCou。。(14.2.3) 式 表明 ， 如 果 在 样品 中 测 出 PO (x) 和 
PPO), UE pCa, DIFERI B/A 即 可 得 到 。 

一 种 方法 是 根据 (14.2.3) 式 应 用 比较 法 测量 了 几 种 生物 介质 的 B/4 。 首先 测 出 
参考 液体 (如 除了 气 的 蒸馏 水 ) 中 二 阶 谐 波 的 压力 振幅 P? ， 如 果 这 种 液体 的 非 线 
性 参数 表示 为 (B14)。， 密度 与 声速 三 次 方 的 乘积 表 为 (pC?)。。 车 将 介质 换 成 生物 
介质 ,相应 的 量 分 别 表示 为 P 中 ,(B14), AC), 应 用 (14.2.3) 式 , 在 测量 中 保持 
一 阶 声 压 振幅 不 变 ， 于 是 得 到 


2) 3 
Eme orm 
实验 中 声 源 的 频率 是 几 兆赫 。 
众所周知 , 富 比 尼 解 未 曾 考虑 介质 本 身 的 吸收 影响 ， 而 大 多 数 生物 介质 的 吸 
收 很 大 , 因此 必须 对 此 进行 修正 。 
因为 是 在 冲击 波形 成 距离 以 内 ， 故 可 以 不 必 考 虑 由 于 有 限 振幅 效应 所 引起 的 
额外 吸收 ， 即 认为 二 阶 谐 波 本 身 只 受到 通常 的 小 振幅 吸收 (如 只 遭受 到 对 应 于 该 频 


(142.3) 
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率 下 的 黏 洁 、 热 传导 或 者 弛 豫 吸 收 等 ) 这 相当 于 假设 基 波 的 能 量 不 断 地 向 二 阶 谐 

波 转 移 , 而 二 阶 谐 波 的 能 量 不 再 向 更 高 阶 谐 波 转移 , 它 的 能 量 衰减 只 是 小 振幅 吸 

收 , 根据 这 个 观点 ,容易 得 到 微分 方程 

eoe) QE B 
dx V 24 


us ; (P? Go] - a, P? (x) (14.2.5) 


式 中 , 右 端 第 一 项 为 基 波 所 激励 的 二 阶 谐 波 项 , 它 可 以 从 (14.2.2) 式 所 表示 的 富 比 
尼 解 给 出 , 而 第 二 项 为 二 阶 谐 波 的 小 振幅 吸收 项 ，PW (x) 为 基 波 声 压 振幅 , 它 可 
写 为 

PO (x) = P? (Q)e^^* (14.2.6) 
a, 0c, 分 别 为 基 波 和 二 阶 谐 波 的 小 振幅 吸收 系数 。(14.2.5) 式 是 伯 努 利 型 方程 ， 它 的 
解 容易 得 到 , BD 


10% Lgs 


GE 
P (x)= {PP 0} 


2p,C; 2a, - a, 
B : D 
1+— |o sinh| w —— |x 
( A vot ( : i (2) 
ct [P] I^ e 
2 
2 
sa) x <<1 时 ， 上 式 可 简化 为 
+k 
SN En n. "t 2) (14.2.7) 


d 


以 上 所 讨论 的 内 容 都 认为 声 源 发 射 平面 波 , 如 果 声 源 具 有 某 种 指向 性 , 如 一 个 有 
限 大 小 的 平面 活塞 声 源 , 这 时 的 一 阶 场 显 然 不 是 平面 波 , 于 是 上 面 的 结果 还 要 作 
些 修正 。 根 据 熟 知 的 英 格 尼 托 (Ingenito) 和 威廉 斯 (Williams) 理 论 , (14.2.7) 式 应 改写 
为 


1+ =) [^] Qm 
P(O) = ( 2A) p € 2 ) 14.2.8 
(x) PXS Coe ( ) 


1262. dEHERE 


FO) 称 为 换 能 器 的 修正 因子 ， 当 活塞 发 射 器 的 半径 a 比 声波 波长 大 很 多 时 ， 
F(x)= x, 在 x~a 量 级 的 距离 上 ，F(x)/x 几乎 接近 于 某 个 常量 。 

如 果 样 品 厚度 为 4， 而 声 源 与 接收 器 之 间 的 距离 为 工 , 且 有 世 > d ， 设 样品 与 
水 的 声 阻抗 差别 不 大 , 为 简单 起 见 ， 设 接收 器 紧 贴 着 样品 ,可 以 算得 


E +2 
(4) T| L Ly (XA a 
AJ, LR?dD'D' d |PC% D" 


式 中 
" UPC?) 


` (9C, + (9C), 


3 
D' UPC), 


| (9C, + (9C), 
更 一 般 的 情况 是 计 及 介质 吸收 、 样 品 绕 射 等 影响 的 工作 。 


14.3. FFRESA" 


根据 上 面 的 讨论 可 知 ，B/4 是 描写 介质 非 线性 性 质 的 一 个 特征 参数 ， 它 在 声 
学 中 所 起 的 作用 应 该 能 够 与 吸收 系数 和 特性 阻抗 等 参数 相提并论 ， 故 人们 自然 会 
想起 用 它 来 进行 超声 成 像 。 当 声波 通过 介质 时 ， 由 于 压力 变化 AP , 则 温度 变化 了 
AT, 于 是 声速 可 表示 为 


,fac Ch (ct 
cess e; (S5) a+ (35 ase re (BE) ar 


式 中 ，Cs 为 静 压 力 条 件 下 的 声速 , 利用 (14.1.5) 式 , 并 且 近 似 地 认为 C?= C,, MUR 


C= + 3AP (143.1) 
20,6, A 


此 式 表明 , FEA 使 得 介质 中 的 局 部 声速 C 发 生 了 变化 , 而 且 这 个 变化 是 正比 于 
介质 的 非 线 性 参数 。 由 于 C 的 变化 ,局 部 波 数 也 发 生变 化 , ED 


k22.2|1. 1 Bap (14.322) 
C QV 2A6AÀ 
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这 就 使 得 声波 在 这 种 介质 中 传播 一 段 距离 Ax 之 后 得 到 一 个 相 移 为 


Aó —- -ONAPAx (14.3.3) 
式 中 
BIA 
N= (14.3.4) 
2poCo 


在 实际 情况 中 , 将 压力 变化 Ap 看 成 是 由 某 个 称 为 泵 波 换 能 器 产生 的 声 压 Ap pump 
与 另 一 个 被 称 为 探测 换 能 器 产生 的 声 压 Ap prove 的 和 ， 即 


Ap = AD pump+ AP probe 
如 果 使 用 的 泵 波 压力 非常 强 , 则 (14.3.3) 式 可 近似 地 表示 为 
Aó=-@@NAP pump Ax (14.3.5) 


通常 选 泵 波 是 脉冲 波 ,探测 波 是 连续 波 ， 故 波 的 相位 受到 泵 波 的 脉冲 式 的 调制 , 设 
泵 波 是 平面 波 , BD 


owneexzo=er[- 志 ] (14.3.6) 


0 


AF, a 为 常数 。 一 般 说 来 ，(14.3.4) 式 中 的 N 也 是 位 置 的 函数 , BEN = N(x,y,z)， 


若 探测 波 的 频率 足够 高 ， 以 使 得 其 波束 很 罕 , 在 波束 宽度 内 ，N RUE x HRSG, 即 
N= N(x) 。 将 这 些 结果 代入 (14.3.5) 式 , 近似 地 有 


AQ, y, z,t) = AQ@(x,t) = -00N (x) f ( d). (143.7) 
A 


如 果 在 x= x, 处 有 一 个 接收 换 能 器 , 并 且 在 发 射 换 能 器 之 间 填 充 上 述 介质 , 令 
x= 加 一 Cof 
于 是 在 xo 处 接收 到 的 调 相 波 的 相 移 为 
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= X 2x 
S= de ra je 
> ` Xo. 
--ao[ Nos [As 
--aoM (8) 
2 
AP, M (xo /2) 28 NG) 53 g(x) 的 卷 积 ， 即 


M (8) =[N(x)* 202]... 
2 2 


通过 傅 里 叶 变换 容易 求 得 


nosir] 
aw 


Te 
F[gG9] 


即 通过 解 卷 积 技术 可 以 求 出 非 线 性 参数 。 


14.4” 非 线性 参数 的 混合 规则 " 


(14.3.8) 


(14.3.9) 


(14.3.10) 


以 上 讨论 的 介质 只 包含 单一 元 素 成 分 , 或 者 用 热力 学 的 术语 来 说 , 称 为 单元 
均匀 系 。 现 在 来 讨论 介质 是 两 种 成 分 组 成 的 复合 介质 , 它 的 两 种 成 分 是 不 能 互 溶 
的 。 对 于 复合 介质 来 说 , 其 线性 力学 范围 的 量 如 等 效 密度 万 , 等 效 压缩 率 天 与 各 个 


成 分 的 对 应 量 p, K, =1,2), 满足 线性 相 加 关系 ， BD 


万 = pn, * pyn, 
K-kn + Kom 
式 中 ，n,(i=1,2) 为 第 i 种 成 分 的 体积 分 数 ， 且 有 


pszt i212 
V. +V, 


式 中 ，V, 为 第 i 种 成 分 所 占 的 体积 。 如 果 定 义 质 量 分 数 


M, M, 
m = m... 
M,*M, M 


i=1,2 


(14.4.1) 
(14.4.2) 


(14.4.3) 


(14.4.4) 
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RF, MAR i 种 成 分 的 质量 , 必 有 


(14.4.5) 


式 中 ，M =Mi+M2。 正 如 以 前 各 章 一 样 ,假设 过 程 是 等 烂 的 ,于 是 有 


afl 1/9, 1 
35) e] 7 0449 


将 这 个 规则 用 于 (14.4.5) 式 ,由 于 压力 的 改变 不 会 引起 质量 分 数 的 改变 ， 故 对 
(14.4.5) 式 两 端 对 P 求 导 ， 容 易 得 到 


mc m aca 
于 是 有 
1 
FE 2s Pra (144.7) 
T 
根据 压缩 率 的 定义 可 知 
1/av)_ 1 
“= [5)= jr (14.4.8) 
代入 (14.4.7) 式 便 有 
= me & V 2- 
= ts | 无 = yn 天 14.4.9 
lU. C Sy v TAr dm 


这 个 结果 与 (14.4.2) 式 一 致 。 这 个 关系 可 以 推广 到 种 成 分 。 
“下面 我 们 要 探讨 一 下 非 线 性 量 BJ A 的 混合 规则 究竟 如 何 ? 为 此 , 我们 将 
(14.4.6) 式 对 PP 再 求 导 ， 于 是 有 


ofl 2 ac 
se(5)- ze (res) 


应 用 B14 的 关系 式 (14.1.5)， 上 式 成 为 
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X6 5 2 BY 2 
aP? Ps pc ( * =)" pc? eum 
上 式 中 B 为 介质 的 非 线 系数 , 它 与 非 线性 参数 B/A 有 如 下 的 关系 
sii. 
B-ie 7. (144.11) 


由 于 质量 分 数 m, 不 随 P 的 变化 而 变化 , 故 将 (14.4.5) 式 的 两 端 对 P 求 二 次 导数 ， 容 
易 得 到 非 线性 系数 B 的 混合 规则 


X! B =n A * nii, (14.4.12) 


由 此 可 见 , 复合 介质 的 非 线性 系数 万 等 于 两 个 组 成 介质 成 分 的 B, 的 权重 相 加 ,其 
加 权 系 数 为 
(5j 
s ~ 一 
K 


显然 ， 这 个 关系 推广 到 任意 个 成 分 皆 成 立 。 

正如 前 面 所 指出 的 ，B/4 是 描述 物质 性 质 的 一 个 特征 参数 ,可 以 用 于 声 检 
测 。 另 外 , 准确 到 二 阶 量 ，pC ，B/4 足 以 描述 介质 的 声学 特性 ,如果 进一步 考虑 
声学 的 高 阶 非 线性 ,并 将 宏观 参数 与 液体 的 物质 结构 参数 联系 起 来 , 可 以 将 各 阶 
非 线性 参数 与 液体 的 分 子 结构 联系 起 来 ,使 得 非 线性 声学 方法 能 够 被 用 来 研究 物 
质 结构 。 
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众所周知 , 微 扰 法 是 研究 非 线 性 问题 的 一 种 有 效 方法 , 它 可 以 将 非 线性 方程 
简化 为 各 阶 的 非 齐 次 线性 方程 来 求解 。 以 上 我 们 仅 准 确 到 二 阶 非 线 性 问题 , 较为 
深入 地 讨论 了 二 阶 非 线 性 参数 ， 从 而 使 声 检测 又 增加 了 一 个 新 的 信息 参数 。 由 第 2 
章 内 容 我 们 已 经 知道 ,尽管 富 比 尼 解 在 形式 上 包含 大 于 二 阶 的 解 , 但 由 于 它 是 从 
黎 曼 - 厄 恩 肖 解 出 发 并 且 取 了 二 级 近似 , 故 高 于 二 阶 的 解 是 不 准确 的 ， 因而 不 能 由 
它 来 推出 三 阶 或 三 阶 以 上 的 解 。 为 了 获得 更 多 的 信息 来 源 ， 下面 我 们 将 从 理想 流 
体 中 的 Lighthill 方程 出 发 来 讨论 三 阶 非 线性 问题 。 

由 (8.1.16) 式 得 
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1op__1 PT, 


pe 
C; o! — C; Oxo, 


(14.5.1) 


T, = p+ pvv, -Pe (14.5.2) 


对 于 没有 化 学 反应 的 介质 , HS HOSCT- VS RERUR, wR IEEE, WUIKJ I 
以 展 成 如 下 的 形式 , 即 


2 3 
P=p+a(2=2)sta(2-2) + 26 [za + (1453) 
j 2 Po 6 Po 


RP A, B 如 (14.1.3) 式 所 示 , 而 


-p| ZE 
C -a(z ). (14.5.4) 
而 将 C/A 称 为 三 阶 非 线性 参数 。 将 三 个 场 量 展 成 微 扰 级 数 ， 即 
P-YPP?, p-Yp^. v-Yw^, =E? (14.5.5) 
y 了 1 四 


式 中 , 1 为 场 的 阶 数 。 当 [=0 时 , PO-Po、p-po 分 别 为 大 气压 力 、 平 衡 密度 ， 相 应 
的 波动 方程 为 


1 op? 1 PT” 
Vp -一 =-—— 14.5.6; 
4 c o c; Oxx, ( ) 
no -z[p^ -ap^)6ó, +R) 
R? 本 > pony (14.5.7) 
ml 


m+n+l=1 


对 于 一 维 波 ， 当 天 1, (14.5.6) 式 为 齐 次 波动 方程 , 其 一 阶 场 分 别 为 


-268 非 线 性 声学 


Gt) = wsin(ax — kx) = WeK*-*? + 38g Bt 


vy? (x, £ wsin(x — kx) = 名 We y jti 
Po Po 


14.5.8 
p? (x,t) -dp"Qn- caWe lero FE Ek ( ) 

za 

E 

?A 1=2 时 ， 由 (14.5.2) 式 ~(14.5.5) 式 和 (14.5.7) 式 ， 二 阶 量 为 
p? E cip? a) [ef 
P Jo 

(14.5.9) 


(B 
TO sE] «ar 


H p Go r) X v” (x,t) 的 指数 形式 表达 式 代 入 (14.5.9) 式 , 再 将 所 得 结果 代入 
(14.5.6) 式 取 7= 2 即 可 得 到 


Vo 4 4k? p? = s ezier-t) + t SO NL (14.5.10) 
0 
与 方程 (7.3.28) 相 类 似 ， 上 面 的 方程 是 有 积累 解 的 ， 要 用 拉 格 朗 日 变动 参数 法 来 求 
解 ,但 其 形式 为 已 知 ， 故 我 们 省 去 这 个 过 程 而 直接 写 出 来 ， 即 
D?XG,t) = (G, + Gx} W e + JES ir (14.5.11) 


Go 是 齐 次 波动 方程 解 的 待定 常数 ,如 果 一 维 平面 波 的 波源 是 在 x=0 处 , 其 一 阶 场 
可 表 为 (14.5 8) 式 , 那么 , 它 的 谐 波 应 当 满足 源 条 件 ， 即 


p”, p", v=0 nz2 (14.5.12) 


由 此 得 到 Go=0, 再 由 (14.5.10) 式 和 (14.5.11) 式 可 以 求 出 G1, 最终 得 到 如 下 的 结果 
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p? (x, D) = jBkw° yeeo + JE SE EL 
a 


Ber xsin[2(@t — kx)] 


2 
p? (x.t) = AP sinior — 9] 
2P, 


(14.5.13) 
= -LO POP xsin[2(0t — 1)] 
20 
Bow 
2 


D A 
= Faw F xsin[2(@t — kx)] 


v? (x,t) = xsin[2(@t — kx)] 


这 个 结果 与 富 比 尼 解 (14.2.2) 式 一 致 。 
下 面 我 们 讨论 173 的 情形 。 根 据 由 (14.5.2) 式 ~(14.5.5) 式 及 (14.5.7) 式 得 到 


2 3 
p? =cip® 的 p? p? «A [oo 
Be 2 ° (14.5.14) 
a B Co 


c cz 
" pop? +— A [pop 2, 0y9 + gio py p 


Ap, 6A p; 


将 (14.5.13) 式 代入 得 到 
T? = Sw (e E} 2(8-2)A( joe +i (14.5.15) 
Po 6A 


相应 的 波动 方程 为 
ap” 
"EC p? = (G, jo, ko W^e or + JES k (14.5.16) 


式 中 


ap) 
e=—-|3|1+— ||- 4508-2) 
Pa Lor (14.5.17) 


18 2 
=— pp -Dk 
o 天 POP 
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利用 拉 格 朗 日 变动 参数 法 可 知 , (14.5.16) 式 的 解 可 以 写成 
p° (x,t) =(E, + Ex Ex! W eO + Jt $a gt 


根据 源 条 件 , Eo=0。 将 这 些 结果 代入 (14.5.16) 式 得 到 
23 [a3 zr 
hr ale * za], B=% 
于 是 有 


p? (4) e os Un - BB DG) 
0 


* B(B - 2) x! Weber 4 3c i 
3 : 
NET. (tz - BGB —2)]kxsin[3(@x — kx)] 


+ B(B - 2) x'cos[3(ax — kx)]) 


eic 
6A 


将 这 个 式 子 代入 (14.5.3) 式 和 (14.5.5) 式 得 到 


1B 1 C J 
o» 2j 90 (D ga 0 
pO x,t) = cd 4 p? 4 — — p p? 4 —— [pi 
Ten af Po A Ps sal ] 


(14.5.18) 


(14.5.19) 


(14.5.20) 


(14.5.21) 


把 (14.5.8) 式 、(14.5.13) 式 和 (14.5.20) 式 代入 上 式 则 可 以 得 到 三 阶 压力 的 具体 表达 
式 。 值 得 注意 的 是 , 三 阶 量 的 积累 解 正比 于 (ko” 这 一 定性 关系 在 实验 中 已 经 得 到 


证 实 。 
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由 前 几 章 的 内 容 我 们 知道 , 在 声 雷诺 数 很 小 的 流动 中 , 冲击 波 难以 形成 ， 因 
为 由 于 “ 非 线性 ”的 原因 , 转移 到 谐 波 上 去 的 能 量 与 该 谐 波 受到 的 小 振幅 吸收 而 
耗 散 掉 的 能 量 比较 不 占 优势 , 但 是 在 雷诺 数 很 大 的 流动 中 情况 就 不 一 样 了 。 随 着 
声波 的 传播 ,冲击波 逐渐 形成 , 同时 受到 有 限 振幅 衰减 .这 种 衰减 从 形式 上 看 是 能 
量 无 限 地 、 不 断 地 向 更 高 阶 谐 波 上 转移 的 结果 , 这 种 转移 遍及 于 任 一 阶 谐 波 的 传 
播 过 程 。 由 此 可 见 , 无 论 是 小 振幅 衰减 的 流动 ,或 者 是 有 限 振幅 衰减 占 优势 的 流动 ， 
都 不 会 产生 永恒 的 扰动 。 人 们 不 禁 要 问 , 能 否 形成 一 种 流动 模型 ,其 雷诺 数 很 大 ， 
但 又 不 让 流动 中 低 阶 波 的 能 量 向 高 阶 谐 波 无 限制 地 转移 从 而 有 可 能 形成 一 种 具 
有 确定 形状 的 永恒 扰动 ? 这 一 答案 是 肯定 的 。 

在 第 6 章 中 曾经 讨论 过 ,一 个 频 散 介质 可 能 达到 上 述 目的 。 根 据 定义 ,一 种 正 
频 散 介质 ,高 频 波 速 大 ,低频 波 速 小 ， 而 负 频 散 介质 则 相反 , 它 的 低频 波 速 大 ， 高 
频 波 速 小 。 另 外 , 假设 频 散 介质 中 流动 的 雷诺 数 较 大 , 则 一 列 有 限 振幅 正弦 波 有 逐 
步 变 成 冲击 波 的 趋势 .但 在 畸变 了 的 波形 中 ,质点 速度 大 的 波 速 快 ， 质 点 速度 小 的 
WRR, 由 傅 里 叶 展 开 定理 可 知 ， 一 个 确定 形状 的 波形 ,其 傅 里 叶 分 量 往往 是 低 
频 成 分 大 , 故 在 畸变 了 的 波形 中 , 正 半 周 相当 于 有 负 频 散 效应 ; 反之 , 负 半 周 相当 
于 正 频 散 效应 1。 

现在 我 们 来 讨论 一 种 正 频 散 介质 , 一 列 有 限 振幅 正弦 波 在 其 中 传播 ， 由 于 它 
的 负 半 周 部 分 相当 于 正 频 散 的 ， 故 在 这 些 部 分 中 总 的 频 散 是 正 的 ， 于 是 在 传播 过 
程 中 , 在 该 正弦 波 的 负 半 周 ,其 波形 就 会 很 快 散 开 ， 以 至 于 消逝 ， 另 外 , 这 个 波 的 
正 半 周 相 当 于 负 频 散 的 , 故 在 所 有 正 半 周 部 分 , 波形 的 等 效 频 散 与 介质 频 散 有 可 
能 相互 抵消 ,使 得 正 半 周 的 扰动 几乎 是 在 无 频 散 和 无 耗 散 ( 因 为 雷诺 数 很 大 ， 粘 热 
耗 散 很 小 ) 的 情况 下 传播 ， 于 是 波形 并 不 散 开 , 振幅 也 不 衰减 ， 故 一 列 有 限 振 幅 正 
弦 波 在 正 频 散 介质 中 传播 时 ， 有 可 能 形成 正 半 周 有 扰动 ， 负 半 周 没有 扰动 或 者 扰 
动 很 小 的 图 像 ， 即 形成 正 半 周 的 “整流 ”作用 , 其 波形 见 图 15.1(a)。 反 之 , 如果 介 
质 是 负 频 散 的 , 根据 上 述 讨 论 可 知 ， 有限 振幅 正弦 波 在 这 种 介质 中 将 形成 负 半 周 
“整流 ”作用 ,其 波形 见 图 15.1b)。 根 据 克 雷 默 - 克 罗 尼 格 关系 ， 频 散 与 吸收 是 互 
相关 联 的 ， 两 者 通过 所 谓 希 尔 伯 特 变换 联系 起 来 ， 故 这 里 所 说 的 没有 衰减 只 是 吸 
收 很 小 而 已 。 
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AWAY 
(a) (b) 
图 15.1 有 限 振幅 弦 波 在 无 损耗 的 频 散 的 介质 中 的 传播 波形 
(a) 正 频 散 介质 中 的 扰动 (b) 负 频 散 介质 中 的 扰动 


某 些 著作 中 中 对 孤 波 下 了 如 下 的 定义 ; 孤 波 是 一 种 扰动 ， 它 是 具有 局 部 性 的 行 
Wo 图 15.2 给 出 了 孤 波 的 形状 , 15.2(a) 是 钟 形 脉冲 状 的 扰动 行 波 , 图 中 的 8 为 行 波 


变量 。 图 15.2(b) 是 另 一 种 孤 波 , 称 为 扭 结 型 的 孤 波 , 它 表示 了 行 波 扰动 中 一 种 渐 
近 态 (一 % ) 向 另 一 个 渐 近 态 ( 上 一 o) 的 过 渡 是 发 生 在 某 个 局 部 区 域内 。 关 于 孤 
子 目前 尚 不 能 给 出 一 个 公认 的 定义 。 但 参照 KdV 孤子 的 性 质 , 我 们 不 妨 这样 来 认 
识 孤 子 : 它 是 这 样 一 类 孤 波 ， 当 它们 相遇 (碰撞 ) 后 青 分 开 时 ,保持 形状 和 速度 不 


E 


[3] (5) 
图 15.2 两 种 形状 的 孤 波 
人 钟 形 脉 状 孤 波 ，(b) 扭 结 型 孤 波 


到 目前 为 止 , 人 们 已 经 知道 KdV 方程 (6.3.0) 具 有 孤子 解 (6.3.9)， 此 外 还 有 三 类 
熟知 的 方程 也 有 孤子 解 ， 它 们 是 正弦 - 克 莱 因 (Klein)- 戈 尔 登 (Gordon) 方 程 (简称 
SKG 方程 或 sG 方程 ), PRERESI NLS 方程 ) 以 及 托 达 (Toda) 晶 格 方 
程 。 从 形式 上 可 以 将 这 类 方程 归纳 为 


u = Klu] 或 u,=Ml[u] 
stt, K 和 M 为 非 线性 算 符 , 下 标 表示 该 量 对 时 间 + 的 偏 导数 。 本 章 仅 讨论 Kav 
及 NLS 方程 的 导出 及 其 解法 , 特别 讨论 了 它们 的 散射 反 演 求解 法 。 
15.1 线性 水 波 29 


当 流 体 不 可 压缩 时 , 它 的 连续 性 方程 可 表示 为 
V:u=0 (15.1.1) 


运动 方程 可 表示 为 
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a gz) *wV^u (15.12) 


若 流体 做 无 旋 运 动 , WI Vxu-0, 于 是 流动 存在 速度 势 B, 使 得 
u-Voó (15.1.3) 


AF, u 为 质点 速度 向 量 , P 为 压力 ，p 为 密度 ，v N S8963E, 8 为 重力 加 速度 常数 ， 
z 为 铝 直 坐 标 , 取向 上 为 正 ，pgz 为 单位 体积 流体 的 位 能 。 忽 略 夭 滞 耗 获 ,应 用 向 
量 恒等式 


at 
B-Vlc VG EX VXU 


将 这 个 关系 式 代 入 (15.1.2) 式 ， 并 进行 一 次 积分 容易 得 到 
P_ 90 lyg? 
-577+ à *3lvel +C(t) 


上 式 称 为 广义 的 伯 努 利 积分 , C(D) 为 积分 常数 (对 坐标 变量 而 言 ) 如 果 适 当选 取 势 函 
数 ,使 它 满足 下 述 关 系 , 可 以 使 C() 隐 含 于 函数 中 , 或 者 认为 C(t)=0， 即 选 


V =V 
式 中 ，P 为 大 气压 力 , 一 般 情况 下 , 它 为 常量 。 这 样 选取 等 效 于 在 广义 伯 努 利 积分 
中 只 要 取 C(D)=0 BIF, BD 


P op 1 2 
——=gz+—-+-|Vo@| 15.1.4 
Pau zvl 0514) 


如 果 流 体 的 底 边界 是 硬 的 , 则 当 z= —h(x, y) Pf, 有 
9@_ 
ən — 
式 中 , n 为 底面 的 单位 法 线 向 量 , 规定 它 指向 液体 的 一 侧 为 正方 向 。 为 了 求 得 在 底 
面 上 的 速度 表达 式 , 我 们 先导 出 下 述 式 子 。 设 有 一 个 表面 ,其 曲面 方程 可 写 为 
z-6(x yt) (15.1.6) 


(15.1.5) 
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F(r,) =z— ZG. y, =0 


AF, 为 书写 方便 起 见 , 将 变量 写 为 平面 极 坐标 向 量 了 的 形式 ,如 表面 某 点 的 
质点 速度 为 9, 流体 中 的 质点 速度 为 w, 于 是 有 


F(r+qdt,t+dt)=0 


展开 可 以 得 到 
2E VF =0 
at 
fE z = Ç 的 表面 上 , 质点 速度 必须 连续 ,于 是 在 底面 上 的 式 子 可 写 为 
9P .VF=0 (15.1.7) 
or 


对 于 自由 表面 而 言 ， 如 果 其 表面 方程 也 写 为 (15.1.6) 式 的 形式 ， 则 (15.1.7) 式 成 为 
90,9026 9037 99 


ðt arar y Oy de (15.1.8) 
z=% 
假设 水 的 深度 是 常量 , 即 h(x%y)= 常 量 。 将 (15.1.3) 式 代入 (15.1.D) 式 , 则 有 
V'o-0 (15.1.9) 
在 运动 方程 (15.1.4) 中 ,忽略 其 非 线性 项 便 可 得 到 
P--pgz- pÀ* (15.1.10) 


在 自由 面 上 , P = Ps。 如 果 我 们 检查 一 下 求 得 (15.1.4) 式 的 过 程 便 可 以 发 觉 , 我 们 用 
$$-Pt/p 代 替 了 ,如 果 将 后 一 项 从 其 中 取出 来 , 那么 (15.1.10) 式 也 可 写成 


d. ege e= (15.1.11) 
p 


26.09. iz (15.1.12) 
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式 中 , 将 z= 的 右 端 展 成 泰勒 级 数 之 后 只 取 线 性 项 , 故 将 5 =0 写 为 z= 0 。 同 
理 把 底部 的 边界 条 件 (15.1.5) 式 写 为 


0G 


人 


(15.1.13) 


这 样 我 们 的 任务 是 求 (15.1.9) 式 ~(15.1.13) 式 中 线性 问题 的 解 。 下 面 我 们 仅仅 讨论 角 
频 为 四 的 简 谐 水 波 ,为 此 , 我 们 假设 


u(x, y, z,t) =U (x, y, z)e 


£5 yt) 2 Gs y)e 
(x, y,t) = (x, y, z)e `" 


-iar 


将 这 组 解 代入 上 述 4 个 方程 组 ,容易 得 到 


代入 (15.1.15) 式 得 到 


且 有 


于 是 相 速度 


A$-0, -h«z«0 


m= Ae 


geri 1 
| æ cosh(kh) 


$7 Bcosh[k(z + h)] ` | 


a° = gk tanh(kh) 


为 频 散 方程 ， 显 然 有 近似 关系 


(15.1.14) 


(15.1.15) 


(15.1.16) 


(15.1.17) 


(15.1.18) 


(15.1.19) 
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Veh, kh<1 
d "usn (15.1.20) 
BIK, 


通常 称 Vgh 为 浅水 波 或 长 波 相连, 即 在 tp <<1 时 ， 其 频 散 可 以 忽略 。 而 V8/K 为 深 
水 波 或 短波 相 速 , 它 有 频 散 。 


15.2 ”浅水 中 的 非 线性 波 B4 


15.1 节 我 们 概述 了 线性 水 波 理论 , 现在 我 们 来 讨论 非 线性 水 波 , 首先 将 一 般 
情况 下 的 波 方 程 量 纲 为 一 化 。 对 于 浅水 波 ,我们 作 如 下 的 变量 变换 , 令 


y) =k y), z= tax kl ght 
"ae p- A 
ge 9/ (245) (15.2.1) 
由 此 得 到 质点 速度 的 变换 关系 : 
9 9 A py 
«»-(2. e= maen (15.22) 
Xm 
99 e 
C$» 3y 
同 理 可 得 
-92_14 , 
W= a Mh ghW (15.2.3) 
AA 
W 
令 
# = kh, e (15.2.4) 


将 这 些 变换 代入 (15.1.4) 式 , (15.1.8) 式 和 (15.1.9) 式 并 在 得 到 的 结果 中 省 去 所 有 的 撤 
=, 容易 得 到 下 述 方程 组 : 
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4 (5,*0,)«5,-0, -1l<z<el (152.5) 
L(G +e@ Z. +EB,6,)=B,, :-& (15.2.6) 
2 1 hw a.d 2L 
uq, *Ovze[u (2 dern (25 
z=6& 
9,1. ,-0 (15.2.8) 
取 浅 水 近似 4 = kh «c1, fB£- A/h 任意 , 展开 为 (z+1) 的 级 数 , WE 
Dayz) =È 1, (15.2.9) 
= 
式 中 
# - 0,6, p= 192 , n7042,- (15.2.10) 
n! dz" |, 
ixa-(2. scenes. 代入 (15.2.5) 式 容易 得 到 递 推 关系 
Vg » 
-E A =. " 24 
Ba Garni" n=0,1,2, (15.2.11) 
从 底部 的 边界 条 件 (15.2.8) 式 可 知 
Cka 
B= =0 
dl 
故 可 推 得 
$ == = Dim = =0 
将 这 些 结果 代入 到 (15.2.9) 式 , 得 到 
e-o, G HVD eI coe V0, + 00) (15.2.12) 


式 中 ，V? 为 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 ，V* =V?V?, $ 
H=1+el, u,-V4 (15.2.13) 
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将 (15.2.12) 式 和 (15.2.13) 式 代入 到 有 关 自 由 表面 的 两 个 方程 (15.2.6) 和 (15.2.7), 六 
对 后 一 结果 式 做 梯度 运算 , 则 可 以 得 到 


# 


1 2 S 2 
gH * VH [u -Emvin Je i u- HV? (Vu) =O) — (05214) 


6 
以 及 
uy + Eo Vu, +iva uL Vu, 
i (15.2.15) 
+Š H: (V: uo -FHV-n |=00) 
2 2 
对 (152.12) 式 做 一 维 梯度 运算 及 :2 求 导 ， 则 分 别 得 到 
2 
VB=u, -全 CrDPVY *uy Ou) (15.2.16) 
W= = te uh Go sus OQ) (152.17) 


在 求 得 (15.2.16) 式 时 , BUB T Vx Vxu, 20, MA Vu, =VV*u,。 下 面 我 们 用 伯 努 
利 积分 求 压力 的 表达 式 , 它 可 以 写成 量 纲 为 一 式 , 即 


-rcte|e eor enl (152.18) 


其 中 的 P BARU pgh 使 之 无 量 纲 化 了 。 利 用 (15.2.12) 式 , (15.2.16) 式 和 (15.2.17) 
A, 保留 到 yr 项， 则 (15.2.18) 式 可 改写 为 


e 
-P=z seljo -Ea "m «este 


— (2+1) uo Vu, tah HG] (15.2.19) 


将 (15.2.12) 式 代入 (15.2.7) 式 可 以 解 出 Bo,， 再 将 其 他 代入 (15.2.19) 式 , 可 得 


-280- 3E#bFEPS E 


二 
p= -2- [m -G-D](V-u, (15:220) 
* eu: Vu, — (V: uo) ]+ OQ) 


将 速度 向 量 在 水 层 内 平均 ,应 用 (15.2.16) 式 , 有 


EE 2 
a - Vot =u, -和 HV -OU 


下 表示 向 量 w 在 水 层 内 的 平均 量 。 解 出 wu 代入 (15.2.14) 式 和 (15.2.15) 式 可 以 得 到 


+ =0 (15.221) 
9g . o VH p? (H^ V^u) 2y v "Es 
-V ES 
àr *-6u-Vu z * 6 àr + F Hu "Vu 
s- 
*j £ py. uy -人 ev. O(u*) (15.2.22) 


应 当 提 起 的 是 , 将 wo 的 表示 式 代入 (15.2.20) 式 ， 因为 只 取 到 ye 的 量 级 ， 故 所 得 到 
的 式 子 是 在 (15.2.20) 式 中 将 wo 用 二 代替 即 可 。 

假设 O(e) = OQ!) <<1, 即 z 和 /2 均 为 高 阶 小 量 , 如 果 只 取 到 或 者 ye? 的 项 
则 (15.2.20) 式 ~(15.2.22) 式 在 这 样 的 近似 下 可 写 为 (下 面 省 去 玉 上 的 一 横 , BD u 4Ç 
") 


ty. *[e£ +Du]=0 (15.2.23) 
OW LAE yy [9u)_ 
3 二 EU -Vu +V ¿ 3 VV (&)-o (15.2.24) 
=e- Ee- v(3)- 1522: 
P=el -z+ > (z? — 22) àr 0 (15.2.25) 


现在 来 讨论 一 维 行 波 , 这 时 的 坐标 变量 为 x, 时 间 变 量 为 1， 作 下 述 行 波 变换 
G=x-t, T-ET (15.2.26) 
于 是 
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9 209 4372 29 4,9 
d ET xər do ər 


将 这 些 结果 代入 (15.2.23) 式 和 (15.2.24) 式 的 一 维 形式 的 方程 组 ， 对 它们 作 (15.2.26) 
式 的 变换 ， 并 将 得 到 的 结果 式 相 加 , 便 可 得 到 

du+0) ðu NC) HA Fu 

9r “Jot dc  3c3o 


AF, 左 端 各 项 为 同 阶 大 小 的 。 将 变换 关系 (15.2.26) 应 用 到 (15.2.24) 式 中 去 ， 并 将 
得 到 的 结果 取 零 级 近似 可 得 


=O(UO) (15.2.27) 


du oC 


oc ðo 
或 者 近似 地 有 xx =， 再 将 这 一 近似 用 之 于 (15.2.27) 式 , 便 可 得 到 


ar 2" 36 Gro 7 (5:228) 


既然 上 式 是 在 第 一 级 近似 = 的 情况 下 求 得 的 ,那么 如 果 在 上 式 中 用 代替 4， 
则 可 以 得 到 关于 的 方程 : 


dn, 3 Qm u^ 2n 
AST uae, SU E 15.2.2: 
3r 273o 6630 | 2 


现在 恢复 有 量 纲 变量 , WA 
du 33 ðu 41 ou 


2r 2 "9e 600 
上 式 即 为 KdV 型 的 方程 , 对 它 作 如 下 的 变换 , 令 


=0 (15.2.30) 


于 是 (152.30) 式 成 为 
CL (15.2.31) 
这 个 式 子 即 为 标准 型 的 KdV 方程 , 显然 ,上 式 中 的 第 二 项 为 非 线性 项 , 第 三 项 为 


频 散 项 。 在 第 6 章 中 我 们 已 讨论 过 Kav 方程 的 孤子 解 ， 而 下 面 我 们 将 用 熟知 的 散 
射 反 演 法 (inverse scattering) 来 求 这 个 方程 的 解 。 这 是 因为 后 一 方法 不 仅 对 于 KdV 
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方程 可 以 求解 而且 对 于 其 他 型 的 方程 如 sKG 和 NLS 型 方程 等 亦 可 以 用 此 法 求解 ， 
故 它 具 有 普遍 意义 。 


153 求解 KdV 方程 初 值 问 题 的 散射 反 演 法 ™” 


在 第 6 章 我 们 利用 椭圆 函数 表示 式 求 得 了 KdV 方程 的 孤 波 解 ， 而 在 一 般 情况 
下 , 求解 这 类 非 线性 问题 的 解析 解 是 很 困难 的 。20 世纪 60 年 代 , 扎 布 斯 基 
(Zabusky) 和 克 鲁 斯 科 尔 (KruskalD) 在 初始 扰动 值 为 w(0,x) = u, (x) = cos nx 的 情况 下 
求 KdV 方程 的 数值 解 时 发 现 了 一 个 很 有 趣 的 现象 ,他们 看 到 这 个 正弦 式 的 初始 扰 
动 逐 渐 分 解 成 若干 个 小 脉冲 状 的 扰动 , 这 些小 脉冲 之 间 相 互 作 用 时 ， 行 为 很 像 粒 
子 之 间 的 碰撞 ， 正 由 于 这 些小 扰动 带 有 这 种 粒子 特性 ， 从 而 启发 人 们 将 这 类 扰动 
称 为 孤子 。 

在 线性 波动 理论 中 ,一 个 初始 扰动 可 以 激励 一 系列 全 里 叶 分 量 的 正弦 振动 ， 
这 些 振动 彼此 独立 。 但 在 非 线 性 振动 理论 中 , 一 个 初始 扰动 也 能 够 激励 一 系列 正 
弦 振 动 , 但 这 些 正弦 振动 彼此 之 间 却 不 独立 , 它们 之 间 有 了 能量 转移 。 按 上 面 所 说 的 ， 

-个 初始 扰动 激励 的 孤子 却 是 相互 独立 的 ， 故 对 它 进行 各 种 性 质 的 探索 是 有 重要 

意义 的 。 

起 初 , 人 们 去 寻求 KdV 方程 的 一 般 解 时 ， 首 先 想到 的 是 将 方程 如 何 线性 化 (如 仿 
效 科 尔 - 霍 普 变换 线性 化 伯 格 斯 方程 那样 ) 但 结果 不 成 功 。 后 来 加 德 纳 (GardneD、 格 
林 (Greene)， 克 和 鲁 斯 科 尔 和 缪 拉 (Miura) 等 作出 一 种 巧妙 的 (GGKM) 变 换 ， 找 出 了 
KdV 方程 与 量子 力学 中 的 薛 定 谓 方 程 之 间 的 联系 , 即使 得 前 一 方程 的 解 函数 成 为 
后 一 方程 中 的 位 能 函数 ， 这 个 位 能 在 量子 力学 中 可 以 通过 熟知 的 散射 反 演 法 求 出 ， 
这 就 使 得 这 个 本 来 属于 非 线性 的 问题 过渡 为 线性 问题 的 反 演 。 

首先 讨论 织 拉 变换 , 他 导出 了 一 个 变形 的 KdV 方程 及 其 与 Kav 方程 的 关系 ， 
其 过 程 如 下 ,如果 满足 变形 的 KdV 方程 8(v)=0, B 


QW) =V, -6^v, +V =0 (15.3.1) 
造 一 个 函数 使 得 
u= +u, (15.3.2) 
这 个 函数 满足 KdV 方程 p (u) = 0, 或 者 
p(u) =u, —6uu, +u,, =0 (15.3.3) 


而 P(u)55 Co) 的 联系 为 下 式 决定 , BD 
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p(u) = (+2 (15.3.4) 


WRK u 当 作 已 知 量 ， 则 (15.3.2) 式 即 为 里 卡 迪 (Riccati) 方 程 ,可 以 通过 下 述 变换 使 
之 线性 化 , 即 令 


(15.3.5) 


将 它 代入 (15.3.2) 式 , 便 可 得 到 线性 方程 
Wa -uy -0 (15.3.6) 
RP, Ww 为 wy 对 x 的 二 阶 导 数 , u E KdV 方程 。 要 是 将 (15.3.6) 式 代入 KdV 方 


程 ,得 到 的 结果 式 是 非常 复杂 的 ， 因 而 不 这 样 做 。 下 面 将 利用 KdV 方程 的 伽利略 
不 变性 来 处 理 这 个 问题 , 即 令 


u'-u-A 
X =x+64t (15.3.7) 
f'zt 


如 将 这 个 变换 代入 KdV 方程 很 容易 证 明 其 不 变性 。 现 在 将 (15.3.7) 式 代入 (15.3.6) 
式 ， 省 去 变量 上 的 搬 号 则 得 到 (15.3.6) 式 的 推广 表达 式 


-Ya tuy = ÀV (15.3.8) 


这 个 式 子 即 为 灵 的 薛 定 刘 方 程 ,函数 上 是 该 方程 中 的 位 能 ,但 值得 注意 的 是 , u 在 
KdV 方程 中 与 + 有 关系 , 这 相应 于 薛 定 谓 方程 的 位 能 是 不 稳定 的 函数 ， 一 般 说 来 ， 
其 本 征 值 应 与 时 间 有 关 。 但 可 以 证 明 , 当 u 在 无 限 远 处 随 x 急剧 减 小 或 者 满足 周 
期 性 边界 条 件 时 ， 本 征 值 4 与 时 间 无 关 , 其 证 明 如 下 : 

由 (15.3.8) 式 可 知 


u=4+7= = jq) Y 
v v 
或 


u^ = Àu? + (w, - VV). 
在 上 式 两 端 加 上 (一 6uu, +u, 并 代入 u 的 表达 式 , 最 终 可 得 


* 284 ，” 非 线性 声学 


-wRL- 
Ay? «IR, - VR], "| (15.3.9) 


REY, +Y, —3(u + Ay, 
对 上 式 的 第 一 个 式 子 进行 一 次 积分 , 得 到 
4 fdrttyR, -v, RI, =0 
在 无 边界 的 情况 下 ， 由 于 波 函 数 w Ay, 在 无 限 远 处 为 零 , 故 [wR, wR] =0 , 
但 frazo, 故 有 =0; 另外 ,在 有 边界 有 情况 下 , 波 函 数 满足 周期 边界 条 件 ， 


WIR, -wsRjan =0 亦 有 4 =0, 这 个 结果 对 于 散射 反 演 非常 重要 。 
将 上 述 结果 代入 (15.3.9) 式 的 第 一 个 式 子 可 得 


wR, -WaR=0 
利用 (15.3.8) 式 ， 上 式 成 为 
R„+(4-u)R=0 (15.3.10) 
由 此 可 见 , R ti BE ETSI TE, DS: tB rak aB 38k. ARRA vr 
和 yp, 利用 一 个 波 函 数 y 可 以 造 出 一 个 与 它 互 相 独 立 的 另 一 波 函 数 , 例如 取 
da (15.3.11) 
于 是 R 可 表示 为 
REY, +Y - Xu Ay, = Cy + Dó (15.3.12) 


式 中 , C, D 为 积分 常数 
现在 我 们 概述 一 下 薛 定 廖 方程 的 本 征 问 题 及 其 反 演 。 将 (15.3.8) 式 改写 为 


w. +(A-u)w = 0 (15.3.13) 


u = u(x, 0 为 势能 函数 ,通常 它 在 zx 有限 的 区 域内 u < 0, 一 一 时 趋 近 于 零 的 速度 
很 快 。 其 本 征 值 有 两 类 ,一 类 是 离散 谱 ， 另 一 类 是 连续 谱 。 对 于 离 续 谱 来 说 ,其 本 
征 函数 在 无 限 远 处 可 表示 为 


-eE 5 
Ou ER | (15.3.14) 


Y, ~de, xe 
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而 且 w。 满 足 归 一 化 条 件 , 本 征 直 1 = AL =. 
对 于 连续 谱 来 说 ，4 = 马 ， 其 本 征 函数 的 渐 近 形式 为 


y~ e eb(sreh, x—= (15.3.15) 
y ~ alk, e, x (15.3.16) 


AP, b(k, D 和 alk, 0 分 别 为 波 函 数 的 反射 系数 和 透射 系数 。 如果 cv 种 已 知 , 则 通 
过 它们 可 以 得 到 盖 尔 芬 德 (Gelfand)- 莱 维 坦 (Levitan)- 马 尔 琴 科 (Marchenko) (简称 
GLM 方程 ) 积 分 方程 的 核 : 


1 NR 
Ban 7 [ b, nea ct)e k (15.3.17) 
相应 的 GLM 积分 方程 为 
KG») Bor y,t)+ [BO * z0KG. z dz -0 (153.18) 


解 出 K(x, y, D, T u(x, 0 可 以 得 自 
uD) =-2E KG, xD (15.3.19) 


这 就 是 散射 反 演 的 主要 内 容 。 
散射 反 演 的 原 问题 是 解 KdV 的 初始 值 问题 ， 只 知道 wx，0)， 故 首先 将 u(x,0) 
代入 (15.3.13) 式 , 求解 不 含 时 间 1 的 薛 定 刘 方 程 : 


Wa +[x—u(x,0)]y = 0 


从 而 求 出 e, cn 及 blk, 0) 等 数值 。 接 着 再 求 这 些 量 的 时 间 演 变量 ， 其 过 程 如 下 ; 对 
于 离散 本 征 值 的 情况 , 在 lxl — = 时 , 其 本 征 函 渐 近 式 是 (15.3.14) 式 所 表示 的 , 但 
这 时 (15.3.11) 式 所 表示 的 乡 指数 式 发 散 ， 故 在 (15.3.12) 式 中 必须 要 求 D = 0, 将 
(15.3.13) 式 代入 (15.3.12) 式 消去 u 可 以 得 到 

E] 


2 
zz) [wy., - 287), -3Aw^], = Cy? 


对 上 式 进 行 一 次 积分 可 得 


L fyese fra 
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显然 ,上 式 左 端 为 零 , WA 


将 这 个 结果 再 代入 (15.3.12) 式 , 便 得 
Yt - Xu + Av, =0 
在 Ilx1 一 co ,&% 减 少 很 快 , 即 & 一 0, 将 (15.3.14) 式 代入 上 式 便 可 近似 地 得 到 
c, (r) = 4k;tc, (1) =0 
c, (t) = c, (e (15.3.20) 


这 即 为 从 cx(0) 到 c, COPI IST TETIRERE S RR 
对 于 连续 谱 情 况 , 将 (15.3.16) 式 代入 (15.3.12) 式 , 得 到 a (k, 0) 的 微分 方程 ; 


n D. 4jk’alk,t)= Calk, 0*4 


D D — [cowdr 


AF, 右 端 第 二 项 为 x 的 函数 , 但 其 他 项 都 与 x 无关 ， 要 求 等 式 成 立 , 必 有 = 0, 
于 是 有 
dalk; HED age ~ — C)a(k,t) - 0 (15.3221) 


AH, 将 (15.3.15) 式 代入 (15.3.12) 式 , 使 得 e** 前 的 系数 分 别 相 等 ,容易 得 到 


C=4jk’ 
15.3.22 
PED - sjepq. r0 t ) 


求解 (15.3.21) 式 和 (15.3.22) 式 便 可 得 到 


a(k,t) - del 


» 15.3.23 
b(k,t) » b(k,0)e i š 


将 (15.3.20) 式 和 (15.3.23) 式 中 的 cn 和 b(k, D 代 入 (15.3.17) 式 、(15.3.18) 式 和 (15.3.19) 
式 即 可 以 得 到 KdV 方程 的 解 u(x, 0. 

综 上 所 述 可 知 , 我 们 原来 的 任务 是 解 KdV 方程 的 初始 值 问题 ,这 是 一 个 非 线 
性 问题 , 但 我 们 采取 了 散射 反 演 法 来 解决 它 ， 其 步骤 如 下 : @ 正 问题 , 从 已 知 的 初 
始 条 件 u(x, 0) 出 发 求解 薛 定 刘 方程 的 本 征 值 4 及 本 征 函数 多 ， 进 而 求 出 反射 、 散 
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射 数据 b(k, 0), cr(0) 等 ，@ 数 据 的 时 间 演 变 , 通过 时 间 演 变 方程 求 得 反射 、 散 射 时 
间 演 变 表达 式 b(k, 0), cx(D; @ 利 用 GLM 积分 方程 关系 将 散射 、 反射 数据 代入 ， 从 
而 反 推 “ 位 能 函数 ”u(x, t)。 或 用 图 解 表 示 ( 图 15.3). 


veo D EHE O7 


1> 0 时 的 
散射 数据 


艇 射 数据 时 间 演 变 方程 


图 15.3 ”散射 反 演 法 求 KdV 方程 的 流程 图 


将 blk, 0 和 cn(D) 代 入 (15.3.17) 式 便 可 得 到 GLM 积分 方程 的 核 
B(z+y,D) == INL docte (15.3.24) 


当 上 + 充分 大 时 , (15.3.24) 式 的 积分 项 可 以 用 稳 相 法 求 出 , UT AUEBR CE E p Bf r! 
EFE, 故 在 足够 长 的 时 间 之 后 近似 有 


" 
B(x+ y,t) = Y ei (e'e oem (15.3.25) 
= 


即 积分 方程 的 核 项 中 主要 是 离散 谱 的 贡献 。 显 然 , 上 式 实 为 N 项 之 和 , BU 


B(x+ yD= 3B,G x. 5 (15.3.26) 
M 
式 中 
B, (x+ y,t) = cà (0)eP 70 (15.3.27) 


由 于 GLM 是 线性 的 , 故 可 以 得 到 


KG, y.) X K G2 (15.3.28) 
nal 
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显然 , 每 一 个 K, 对 应 一 个 孤 波 解 ,为 简单 起 见 ， 我 们 首先 讨论 一 个 离散 本 征 态 ， 


其 本 征 值 为 - 忆 ， 令 cz(O) = 四 ,于 是 相应 的 GLM 方程 可 表示 为 
K(x, y, D) e me EED e el [7 eOK (x, z, I)dz=0 


将 上 式 对 y 求 导 , 便 得 到 
EG =—kK.G.y,D 
故 其 解 形 如 
K(x,y,t) =e  h(x,t) 


将 这 个 解 再 代入 (15.3.19) 式 , 可 以 解 得 

me" hem 

14 5 quias 
2k, 


Ko yn-- 


将 这 个 式 子 代入 (15.3.19) 式 , 最 终 可 得 
u(x,t) = -2k? sech’[k, (x— 4k?t) — ó] 


式 中 


8-lm m 
2 (2k 


(15.3.29) 


(15.3.30) 


(15.3.31) 


显然 , (15.3.30) 式 表示 了 一 个 孤子 ， 它 的 传播 速度 为 4k? ,振幅 为 28 。 这 表明 振幅 


大 的 孤子 传播 得 快 ， 振 幅 小 的 传播 得 慢 。 


现在 来 讨论 两 个 离散 本 征 态 的 情况 ,其 本 征 值 分 别 为 -各 和 - 尼 , 令 


c0)-5m, c (0)=m,, 于 是 


B(x,t) = B,(x,t) + B, (x,t) = me! + m,e" 


令 
K (x, y,t) =e ”h (x,t) +e h, (x,t) 


将 这 两 个 式 子 代入 GLM 方程 (15.3.18), 可 得 


(15.3.32) 


(15.3.33) 


fis Kap + -289. 


Siih Mh Sith) 


k +k, 


-me 


8 Lo 
-me 1+—-e' 
2k, 


h(x,y) = D 


d 


1+ m gre Brux 
1 


-me 


m, 3r nh 


o elt 
ktk w 


h(x,y)= 


D, 


d 


e 


WL m O T 
2k, k +k, 


m, gin 1+ m, gres 
2k, 


kh +k, 


将 这 些 结果 代入 (15.3.33) 式 ， 再 将 得 到 的 结果 进一步 代入 (15.3.19) 式 ， 仍 用 :一 = 
的 近似 ， 容 易 得 到 


u(x,t)=-2fk? sech? [k (x — 420) - ó ] 


+k? sech[k, (x — 421) — ó,]) (15.3.34) 
式 中 
m, ll 
6 -»z) i-12 (15.3.35) 


上 式 表 明 , 两 个 离散 本 征 态 对 应 两 个 孤子 。 如 果 有 N 个 离散 态 , 则 有 N 个 孤子 与 
之 对 应 。 本 书 我 们 忽略 了 连续 谱 的 贡献 , 如 果 考 虑 它 的 影响 ,， 则 除了 N 个 孤子 之 
外 还 有 一 个 尾巴 , 相应 于 连续 谱 的 辐射 的 影响 。 如 果 将 离散 谱 的 本 征 值 按 其 大 小 
作 有 序 排列 ,使 得 


k <k, <k, << ky 
则 一 个 初始 扰动 ux, 0) 在 非 线性 和 频 散 的 介质 中 将 分 裂 成 为 V 个 脉冲 状 扰动 , d 


动 大 的 走 在 前 头 , 扰动 小 的 走 在 后 头 , 除 此 以 外 ,还 拖 着 一 个 微弱 的 连续 谱 的 尾 
巴 。 
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前 几 节 中 , 我 们 讨论 了 浅水 中 的 非 线性 波 , 在 导出 相应 的 方程 组 时 , 利用 了 
人 =kh<<1 作 为 微 扰 参 数 , 对 流体 力学 方程 组 作 微 扰 展开 ,最 终 导 出 了 KdV 方程 ， 
这 里 为 波 数 , h 为 水 深 。 但 在 很 多 情况 下 , kh 为 有 限 值 甚至 很 大 , 通常 将 这 种 情 
况 下 的 波动 问题 称 为 深水 波 问题 。 

众所周知 , 在 理想 介质 中 , 频 散 效应 和 非 线性 效应 的 角逐 可 能 产生 永恒 的 波 
动 , 由 此 可 见 , 在 某 些 条 件 满足 之 后 有 可 能 产生 孤 波 甚至 孤子 。 

利用 方程 组 (15.1.4) 和 (15.1.8) 来 处 理 不 可 压缩 流体 的 有 势 运 动 , 重新 写 出 这 些 
方程 : 


LL egver 
p=% +V: VZ, z= ZGxz,y,D) sep 
V2e=0, —h<z<Ç(x,y,t) 
边界 条 件 
"P (1542) 
"PTT (154.3) 


在 kh WAR, kÇ... «c 1 的 近似 下 , 应 用 多 标 微 扰 法 求解 上 述 方程 组 ， 取 到 三 阶 
近似 , 消除 微 扰 解 中 的 长 期 项 ,可 以 得 到 非 线 醉 定 户 方 程 ， 即 


ju +u, +viuP u=0 (15.4.4) 
式 中 ，v 为 常数 。 现 在 先 讨论 行 波 解 。 令 
X=x-Ct 
将 u 写 成 
u= u(X)e*—ie (15.4.5) 


RP, k OAR v 为 实 函数 将 (15.4.5) 式 代入 (15.4.4) 式 , 令 虚 部 为 零 容 易 得 到 


Uy -QV+vV =0 (15.4.6) 
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2 
Wh 
4 z 


将 (15.4.6) 式 乘 以 wx 并 进行 一 次 积分 , 得 到 
v -av et =A (15.4.7) 


式 中 , A 为 积分 常数 , WEAF, 34 v 90, a> 0 时 , (15.4.7) 式 化 归 为 椭圆 积分 ,用 
椭圆 函数 来 表示 解 ， 经 过 化 简 可 得 


v- Ë sech[Vw(x- CD] (15.4.8) 
v 


FBRASSUPAAAQ54.5) 8 RIA, v(x — Ct) AURR (15.4.8) BER EO JE TUR 


解 ， 并 且 是 行 波 性 的 孤 波 ，V2aw/v 为 它 的 振幅 , C 为 它 的 传播 速度 ， 两 者 是 相互 独 
立 的 , 而 KdV 孤 波 的 解 为 


K? K 
u= "Eee [ei] 


其 振幅 与 传播 速度 是 有 关联 的 。 显 然 , 令 当 v > 0 时 , 15414) AIEI. < 
讨论 的 仅 是 一 种 特殊 情形 ,一 般 解法 将 借助 于 非 线 性 醉 定 记 方 程 的 散射 反 演 法 ， 
这 将 在 以 后 的 几 节 加 以 叙述 。 


15.5 ”拉克 斯 理论 


在 15.3 节 ， 我 们 介绍 了 KAV 方程 的 散射 反 演 解法 ， 其 要 点 如 下 : ORME 
方程 的 初始 值 问题 ,， 求 出 + = 0 时 的 散射 数据 ，@ 再 根据 时 间 演变 方程 (15.3.12) 求 
出 t+ 时刻 的 散射 系数 ，@ 根 据 GLM RH KdV 方程 在 任意 时 刻 的 解 。 这 样 便 将 原 
来 要 解 的 非 线 性 方程 化 成 线性 问题 求解 。 人 们 不 禁 会 问 , 除了 KdV 方程 以 外 , 这 
种 方法 对 其 他 非 线性 问题 是 否 还 有 效 ? 为 了 解决 这 个 问题 , 拉克 斯 (Lax) 作 出 了 关 
键 性 的 贡献 , 他 的 理论 叙述 如 下 。 

拉克 斯 将 上 述 反 演 过 程 用 算 符 形式 加 以 概括 。 如 果 我 们 要 解 的 方程 为 


u, = K(u) (15.5.1) 
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在 15.4 节 , 这 个 方程 是 KdV 型 的 ,当然 , 其 中 K 是 非 线性 算 符 。 如 果 能 找到 与 u 
有 关 的 线性 算 符 L 和 B, 它们 满足 方程 


Ly zy (15.52) 
和 

jy, = By (15.5.3) 
在 KdV 问题 中 , (15.52502 BGETSOTER, BA 


ə 
Ley!" 


而 (15.5.3) 式 与 (15.3.12) 式 相对 应 ， 只 要 在 后 一 式 子 中 使 积分 常数 C=D=0, 就 有 


= 3. 
B= |£ xis? 


由 15.4 节 的 结果 可 知 ， 当 u 满足 规定 的 条 件 时 ，(15.5.2) 式 的 本 征 值 的 谱 不 随时 间 
变化 , 这 一 结果 在 反 演 过 程 中 被 利用 。 在 量子 力学 中 , SERE L 是 自 伴 的 , 引入 么 正 
HTU, 它 的 伴随 算 符 U' (BB U KIR RE RCRD E 


UU'-I 


7 为 单位 算 符 。 对 (15.5.2) 式 进行 么 正 变换 , 应 用 么 正 变换 保持 本 征 值 4 不 变 这 一 性 
质 , 于 是 


ULy -ULU'Uy -UAV = AUV (15.5.4) 
这 个 结果 表明 , 如 果 f=0 时 wu=u(x0), HIRREN 
L(0)v(xi =0)=2(0)w(x: =0) 
2 * 
Bee BAlu ust) L6)o - 3t) 由 于 么 正 变换 不 改变 本 征 值 , 故 由 (15.5.4) 
式 可 知 


L(t)=U (t) LO)U* (t) (15.5.5) 


y(x,t)=U (t)w (x.0) (15.5.6) 
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而 yw 的 时 间 演 化 关系 为 (15.5.3) 式 ， 由 此 得 到 
jU, = BU (15.5.7) 
将 (15.5.5) 式 对 ! 求 导 可 得 
L, -U,L(0)U* +UL(0)U/; 
将 上 式 中 的 以 用 (15.5.7) 消 去 ， 应 用 (15.5.5) 式 有 
L, =-jBL + jLB* (15.5.8) 
如 果 算 符 B 也 是 自 伴 的 , 则 上 式 成 为 
jL 7 BL- LB (15.5.9) 
由 此 可 见 ， 如 果 满 足 (15.5.2) 式 和 (15.5.3) 式 并 依赖 于 (15.5.1) 式 的 算 符 L 和 B 是 自 伴 
的 ， 则 (15.5.9) 式 成 立 , 而 且 算 符 工 的 谱 不 随时 间 变 化 。 后 一 结论 很 容易 得 到 ,只 要 
将 (15.5.2) 式 对 1 求 导 ， 并 用 到 (15.5.2) 式 , (15.5.3) 式 和 (15.5.8) 式 , 容易 得 到 


Aw - Ly * (L- A)v, - LBy -BLY * (L— AW, 


15.5.10 
=(L-A)(jw,- By)-0 i ° 


即 入 =0。 进 一 步 证 明 外 ,只 要 算 符 B 是 反对 称 的 ( 即 Br=-B)(15.5.9) 式 即 可 成 立 。 
对 于 KdV 问题 , B 可 表示 成 如 下 形式 (因为 反对 称 , 算 符 的 阶 数 必须 是 奇数 阶 ): 


Qna n Quo Qua 
B, 2 (4) En =b] (15.5.11) 


ja 


24 n=0 时, 有 


-ia 
B sat Ox 
2 É 9 
B,L— LB, — e) 
Si usu sus 
9; x ^ 
将 这 个 结果 代入 (15.5.8) 式 , 利用 Leut 
u, =u, 
其 解 为 
u=u(x+t) 


为 行 波 解 (不 是 孤 波 ), 属于 平凡 解 。 在 讨论 n=1 的 情形 之 前 , 我 们 来 回顾 一 下 算 符 
的 运算 规则 。 在 求 导 时 先 在 算 符 后 面 乘 以 波 函 数 多 ， 例 如 


LANCE )=uy, +u 
> y) = uw, + uy| 


ox 
ues, 
2 E 
38  ? gg (9) uw, 2n, p, tuy, (15.5.12) 
3,92 
2ü —+u— 
=u, + at ad 


sth, ich S Ray RS. Tiu, rur 单纯 对 x 的 导数 。 有 了 这 些 运算 


规则 之 后 ,我 们 就 可 以 讨论 n=1 的 情况 了 。 
当 n=) 时 , (15.5.11) 式 成 为 


{ə ə ə 
B, (Sie) (15.5.13) 


H L, Bi 代入 (15.5.8) 式 , 按照 (15.5.12) 式 的 运算 法 , 则 可 以 算得 
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sa is (15.5.14) 
3 2 et 
aec sca) 
AF, 省 去 了 bi 的 下 标 。 要 想 使 上 式 中 的 微分 算 符 消失 , 可 以 选 
b=-Žu (15.5.15) 


BA L, =w, 将 这 些 结果 代入 (15.5.8) 式 , 得 到 
U, = —ü y + 6uu, 
此 即 为 KdV 方程 ,从 而 可 以 用 散射 反 演 法 求解 。 
15.6” 扎 哈 罗 夫 - 沙 巴特 理论 和 阿布 洛 维 奇 方法 69 
以 上 结果 表明 ,散射 反 演 法 可 以 得 到 KdV 方程 的 严格 解 ， 人 们 很 自然 地 会 问 ， 


这 种 方法 还 能 解 其 他 非 线性 方程 吗 ? 在 拉克 斯 理论 的 基础 上 扎 哈 罗 夫 和 沙巴 特 找 
到 了 对 应 于 非 线性 苹 定 词 方程 (15.4.4) 的 算 符 


La fP 9 )23,(0 ur 
(X4 0 1-PJàx lu 0 


lu É iu; 
1 0)2 ci 


将 L, B 代入 到 (15. 5.8) 式 之 后 便 得 到 (15.4.4) 式 。 扎 哈 罗 夫 (Zakharov) 和 沙巴 特 
(Shabat) 指 出 , fE x — =, ul— 0 的 速度 足够 快 时 ， 则 可 以 根据 (15.6.1) 式 应 用 散射 
反 演 法 来 求解 非 线性 薛 定 兽 方程 ， 其 求解 过 程 的 梗概 如 下 ，@ 由 t=0 时 的 初始 值 
u(x,0) 来 求 Ly = Aw 的 解 ， 从 而 得 到 :=0 时 的 散射 数据 ; OREH B 所 决定 的 时 
间 演 变 方程 iy, = By 来 求 + 时 刻 的 散射 数据 ，@ 构 造 GLM 方程 ， 从 而 求 出 Kx,0， 
这 样 就 求 得 了 非 线性 薛 定 刘 方 程 的 严格 解 。 当 然 , 求解 的 实际 过 程 还 是 颇 费 周折 
的 , 读者 可 参阅 其 原文 。 
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TRL, B 的 一 般 方法 是 阿布 洛 维 奇 提出 的 , 其 过 程 如 下 : 他 们 假设 


» a(x,t, A) b(x,t,A) 
eb) —a(x,t,4) 


a 


(15.6.2) 


a(x,t, A) b(x,t, 1)c(x,t, 4),q(x,t,4)r(x,t,4) 待 定 。 将 (15.6.2) 式 代入 (15.5.2) 式 , (15.5.3) 
式 和 (15.5.8) 式 , 设 4 与 t ER, 认为 y,y, 为 相互 独立 的 解 ， 经 过 一 系列 计算 容易 


得 到 如 下 的 方程 组 : 
a,=qc-rb 
b, +2i4b = iq, — 2aq 
c, — 2iÀc = ir, + 2ar 
HR ab BI 展开 成 4 的 多 项 式 ,如 将 a 展 成 


a(x,t, A) 2 44^ 4 2qrÀ * irq, —iqr, 


将 它 代 入 到 (15.6.3) 式 , 可 以 得 到 


b(x,t, A) = 4igA? -24,4 *i(24^r - q,.) 
c(x,1, A) 2 AirA* * 27A i(2ar? — 7.) 


以 及 
4, —6rqq, +q... = 中 


r, — 6rqr, + r,,, =0 


如 令 
r-l q(x,t)=u(x,t) 


(15.6.3) 


(15.6.4) 


(15.6.5) 


(15.6.6) 
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则 (15.6.6) 式 成 为 
u, —6uu, +u, =0 
即 为 KdV 方程 。 如 将 ait, 4) 展 成 4 的 二 次 式 , 即 
a(ztb4)=2 和 2+qgr (15.6.7) 
则 代入 (15.6.3) 式 得 到 
b(x,t, A) 2 2iqÀ - q, (1568) 
c(x.t, A) 2 2irÀ —r, 
以 及 
E 
iq + 4.724 e (15.6.9) 
ir -ra *24'r-0 
如 果 令 
M CREE) 156.10) 
q(x,t) - u(x,t) 
则 (15.6.9) 式 成 为 (15.4.4) 式 ， MIERE ESNE. 
Paat ARRARIR, 例如 
1 
a(x%r,4)=— 12 cosé (15.6.11) 
代入 (15.6.3) 式 ， 便 得 到 
b(x.t,4) o 4 
24 (15.6.12) 
5 
ct 人 = 于 
令 
r1) =-= S (15.6.13) 


则 可 以 得 到 正弦 - 克 菜 因 - 戈 尔 登 方 程 ; 
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-p+sing=0 (15.6.14) 


这 个 方程 的 行 波 解 可 以 这 样 求 得 。 令 


eel (15.6.15) 
$-4(X) B 


代入 到 (15.6.14) 式 , 容易 得 到 


(C'-1)@, +sing=0 (15.6.16) 
HERRAD, 并 将 所 得 结果 积分 一 次 , EA 
(c? -1)@; —4sin[@(X)/2]= A (15.6.17) 


式 中 ,4 为 积分 常数 。 上 式 可 以 化 归 椭圆 积分 ,最终 以 椭圆 函数 表示 ,在 某 些 情况 
FRADE. 


157-2 二 维 孤 12122] 


以 上 讨论 的 问题 是 随时 间 变 化 的 一 维 孤 波 ， 即 一 个 时 间 变 量 和 一 个 空间 变量 ， 
俗称 1+1 问题 。 如 果 空 间 变 量 是 两 个 , 即 所 谓 2+1 问题 ,例如 
Kadomstev-Petviashvili 方程 ， 它 是 描写 KdV 方程 所 表述 的 长 波 被 更 长 的 波 所 调制 


后 的 孤 波 方程 , 即 


u, + (uu), tusa +z, =0 (15.7.1) 


显然 , 上述 方程 是 2+1 型 的 。 当 方程 组 的 “ 土 ”号 取 正 号 时 ， 这 个 方程 的 算 符 为 


C 9 
L= CN di 
s (15.7.2) 


B--449. iu 3. i, k, [E 
ax "o 2^ "AE 


当 方程 组 的 “ 土 ”号 取 负 号 时 ， 这 个 方程 的 算 符 为 
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L= AN M 
2 (15.7.3) 
=i ig 

B S iu— x 2^ EY. Ë, (£,y,t)d£ 


将 这 两 个 方程 与 (15.7.2) 式 联 立 则 可 以 用 反 演 法 求解 。 


15.8 JEE REEDE O 


在 20 世纪 初 , 法 拉 第 在 水 槽 中 通过 参量 激励 得 到 了 二 分 频 水 波 。 前 几 年 , 吴 
君 涩 等 将 一 个 小 水 槽 放 在 振动 台 上 作 参 量 激励 ,观察 到 以 二 分 频 振 动 的 孤 波 。 魏 
荣 档 及 其 同事 对 于 多 孤 波 , 特别 是 双 孤 波 的 产生 、 运 动 及 相互 作用 进行 了 一 系列 
的 理论 和 实验 研究 , 他 们 甚至 观察 到 由 于 简 正 方式 的 相互 竞争 而 可 能 导致 混沌 状 
态 出 现 ， 由 于 这 类 孤 波 是 限制 在 小 范围 内 的 运动 ， 故 有 人 称 这 为 非 传播 性 孤 波 。 

关于 这 个 问题 的 理论 研究 是 先 求 深水 问题 的 解 ( 见 15.3 节 ), 在 三 阶 近似 下 得 
到 了 非 线 性 酬 定 户 方 程 , 可 是 以 上 讨论 这 个 方程 的 解 时 仅仅 涉及 行 波 解 ， 因 而 还 
不 能 直接 用 来 分 析 本 节 所 提 到 的 非 传播 性 孤 波 。 针 对 这 一 问题 的 理论 研究 工作 首 
先 由 拉 拉 扎 (Larraza) 和 普 特 曼 (Putterman) 进 行 了 工作 ,他 们 假设 参量 激励 恰恰 抵 
消 了 系统 的 耗 散 损失 , 即 在 方程 中 认为 外 力 和 耗 散 项 相互 抵消 , 求解 流体 学 方程 
组 的 有 关 边 值 问题 ， 采 用 微 扰 法 准确 到 三 阶 近似 ， 由 可 解 条 件 得 到 NLS 型 方程 ， 
其 表达 式 为 

2iau, — C'u,, «(Alu +B]u =0 (15.8.1) 


AH, A, B 和 C 为 常数 , 20 为 参数 激励 角 频 率 。 当 频率 、 振 幅 等 满足 一 定 的 关系 
时 ,可 以 得 到 “ 驻 波 型 ”的 孤 波 解 ， 它 不 同 于 (15.4.8) 式 的 那个 行 波 解 ， 即 在 sech 
函数 中 的 容量 不 含 +。 值 得 注意 的 是 ，(15.8.0) 式 比 (15.4.4) 式 多 了 一 项 Bw, 故 这 里 称 
为 它 为 NLS 型 方程 。 不 过 , 在 (15.8.1) 式 中 , 令 


u= verna (15.8.2) 


则 可 将 它 化 成 (15.4.4) 式 ， 即 为 通常 的 NLS 方程 。 迈 尔 斯 (Miles) 将 弱 阻尼 项 和 参量 
激励 项 引入 流体 力学 方程 组 中 , 适当 地 计 及 液体 的 质量 守恒 , 用 变 分 法 求解 了 该 
问题 , 得 到 相应 的 孤 波 解 (“ 驻 波 型 ”的 )。 

魏 荣 二 及 其 同事 用 多 标 微 扰 法 求解 了 该 问题 , 在 三 阶 近 似 下 也 得 到 了 形 如 
(15.8.10 式 的 方程 , 用 数值 法 求解 了 所 得 方程 的 两 个 束缚 态 非 传播 型 孤 波 解 ， 求 出 
了 它们 的 相互 作用 周期 。 
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本 章 我 们 讨论 了 Kav 问题 、NLS 问题 ,也 简略 地 讨论 了 SKG 问题 , 在 引入 它 
们 的 解 的 开始 阶段 ， 总 是 先 化 归 椭圆 积分 , 用 椭圆 函数 来 表示 解 。 显然, 可 以 这 样 
做 的 前 提 条 件 是 能 将 有 关 方 程 化 成 变量 分 离 的 可 积 形 式 。 但 是 很 多 方程 未 必 能 有 
这 样 的 方便 。 

在 线性 问题 中 , 传 里 叶 变 换 求解 边 值 问题 是 一 种 很 有 效 的 措施 , 而 在 非 线性 
问题 中 是 否 存在 相应 的 变换 昵 ? 散 射 反 演变 换 似乎 带 来 了 希望 例如 本 章 所 讨论 
的 三 种 方程 都 可 以 通过 这 种 变换 求 得 解答 。 从 散射 反 演 理论 的 发 展 来 看 , GGKM 
的 工作 是 开创 性 的 ， 而 拉克 斯 的 理论 总 结 则 给 扎 哈 罗 夫 等 得 到 突破 性 的 成 就 开辟 
了 道路 和 指出 了 方向 ， 而 阿布 洛 维 奇 的 方法 使 得 对 算 符 L 和 B 的 寻求 更 加 方便 。 
但 是 在 寻求 这 些 算 符 的 过 程 还 存在 一 定 的 任意 性 (如 对 q(x,D, rw) 的 选取 ), 这 还 
需要 进一步 公式 化 。 
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第 16 章 声学 中 的 混沌 


很 难 给 “混沌 ”一 个 确切 的 定义 ,顾名思义 ,不 外 乎 完全 无 序 , 极端 混乱 ， 以 
至 于 不 可 捉摸 ， 而 本 章 要 讨论 的 一 类 问题 是 被 称 为 确定 性 的 混沌 。 初 看 起 来 ， 这 个 
名 词 似乎 有 点 自 相 矛 盾 , 因为 要 讨论 的 问题 既然 是 混沌 的 ,又 何 来 的 “确定 性 ”? 
可 是 宇宙 间 的 很 多 现象 偏偏 就 是 如 此 。 就 以 注 流 作为 例子 来 说 吧 ， 当 流动 的 雷诺 
数 较 小 时 , 流体 做 分 层 流动 , 流 点 沿 着 流 线 做 有 规 的 运动 ， 也 就 是 说 , 运动 规律 是 
已 知 的 ,从 而 是 确定 性 的 ,但 当 流动 的 控制 参数 一 一 雷诺 数 不 断 增 大 , 一 旦 超过 某 
个 极限 值 时 ,运动 便 逐 渐 发 展 成 为 清流 。 当 然 , 混沌 也 好 , 无 规 也 好 ， 尚 不 能 视 为 
绝对 不 可 知 ,它们 或 多 或 少 地 会 呈现 一 定 的 统计 规律 性 ， 本 章 不 想 研 究 这 个 问题 ， 
而 是 要 探索 这 种 无 规 无 序 的 混沌 现象 是 怎样 从 那些 与 它 相 关联 的 有 规 有 序 运动 发 
展 起 来 的 。 

我 们 不 妨 回忆 一 下 以 往 的 无 规 现象 , 它 总 是 在 某 系 统 中 加 进 某 些 随机 因素 (如 
随机 噪声 ) 使 得 系统 成 为 随机 的 , 而 混沌 系统 则 是 在 确定 性 的 系统 中 由 外 界 的 控制 
参数 改变 发 展 成 无 规 状态 的 ， 因 为 它 是 通过 演变 方程 的 关系 发 展 起 来 的 ， 即 使 进 
入 混沌 状态 它 仍 服 从 这 个 关系 ,这 两 点 与 随机 过 程 论 所 研究 的 范围 有 本 质 的 不 
同 。 换 句 话说 , 随机 过 程 论 只 研究 随机 系统 变化 的 情形 以 及 它 服从 于 什么 统计 规 
律 ， 而 不 管 它 是 怎么 成 为 随机 系统 的 。 而 混沌 这 门 科学 却 是 着 重 研究 确定 性 的 系 
统 通过 非 随机 的 外 界 影响 (控制 参数 ) 逐 步 发 展 到 无 规 状 态 的 过 程 及 其 进一步 发 展 
的 情形 。 换 名 话说, 本章 讨 论 的 混沌 是 在 确定 的 非 线性 系统 上 加 进 确定 性 的 外 界 
因素 (控制 参数 ) 发 展 起 来 的 ， 而 通常 的 随机 系统 是 在 一 般 系统 (线性 的 或 者 非 线性 
的 ) 加 进 外 界 随机 因素 发 展 起 来 ,本 章 要 研究 的 内 容 只 是 前 者 。 

近年 来 混沌 问题 的 研究 已 迪 布 于 物理 学 、 电 子 学 、 化 学 、 生 物 学 以 及 经 济 学 
等 有 关 的 分 支 , 本 章 只 讨论 声学 中 的 混沌 问题 以 及 有 关 的 基本 知识 , 更 一 般 的 问 
题 请 参看 有 关 专 著 (例如 文献 [1])。 


161 几 个 混沌 现象 


1. 对 流 实 验 发 展 为 混沌 


研究 湛 流 的 一 个 著名 的 实验 是 瑞 利 - 贝 纳 尔 (B&nard) 的 对 流 实验 ,， 这 个 实验 是 
在 水 槽 的 底部 加 热 ,在 水 中 形成 温度 梯度 ， 从 而 形成 对 流 ， 一旦 温度 梯度 超过 某 
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个 极限 值 时 , 会 逐渐 形成 灌流 中 。 
另 一 个 有 趣 的 现象 是 大 气 中 Lorenz 的 “蝴蝶 效应 ”外 , 它 强烈 地 依赖 十 扰动 
的 初始 条 件 , 也 是 过 渡 到 混沌 的 一 个 非常 重要 的 事例 。 


2. 声 空 化 谱 发 展 为 混沌 


劳 特 博 恩 (Lauterbom) 和 克拉 默 斯 (Cramer) 利 用 高 声 强 系统 研究 空 化 气泡 的 频 
dE, 换 能 器 的 激励 频率 为 22.56kHz, 逐步 提高 声 强 使 之 产生 空 化 , 用 一 个 宽带 水 
听 器 接收 空 化 噪声 ， 对 接收 信号 进行 谱 分 析 , 不 仅 观察 到 各 阶 谐 波 , 而 且 还 有 二 
分 频 波 、 四 分 频 波 、 八 分 频 波 等 , 继续 加 大 推动 功率 , 则 逐渐 出 现 连续 谱 * ,其 
结果 见 图 16.1。 
时 间 /ms 


0 50 100 15 


kHz 


频率 /22.5 


电压 /V 
图 16.1 声 空 化 谱 


3. 扬声器 系统 的 混沌 现象 


魏 荣 柄 等 用 椎 形 扬声器 辐射 声波 ， 用 传声器 接收 声音 ,并 通过 FFT 分 析 , 当 
扬声器 上 的 推动 电压 超过 某 个 数值 后 ,开始 出 现 混沌 现象 " "。 频 谱 分 析 结果 见 
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图 162. 


| al 


y £ 
(a) (b) 
ETT" 
F n 
(e) (d) 
图 16.2 ”扬声器 系统 辐射 声 的 混沌 现象 
上 述 两 个 声学 例子 描述 了 频谱 混沌 现象 。 在 非 线 性 声学 中 人 们 对 于 谐 波 的 产 
生 原 因 已 经 是 很 清楚 了 ,这 在 本 书 的 前 一 些 章节 已 作 了 深入 的 讨论 :但 对 于 比 基 
频 还 低 的 频率 成 分 (如 分 频 波 ) 产 生 的 原因 本 书 迄 今 还 没 提 到 过 。 同 样 的 现象 也 出 
现在 打击 乐器 上 中。 
如 果 有 一 个 强迫 力 F = Foe*' 加 到 某 个 力学 系统 上 ， 这 个 系统 由 各 种 固有 频率 

的 谐振 子 组 成 ,于 是 强迫 力 的 作用 是 首先 激励 固有 频率 为 w 的 振子 ， 由 于 两 者 频 
率 相同 ， 故 这 个 振子 受到 最 好 的 激励 ， 因而 它 在 频谱 图 上 的 谱 线 最 高 。 其 次 我 们 来 
看 一 下 固有 频率 为 20 的 振子 的 振动 。 由 于 振子 振动 周期 是 强迫 力 周期 的 一 半 , 这 
表明 振子 每 振动 两 次 才 受 到 强迫 力 的 一 次 推动 。 同 理 , 固有 频率 为 nw 的 振子 , 每 
nn 个 周期 被 推动 一 次 。 因此 ,对 于 谐 波 振 子 来 说 ， 尽管 它们 不 是 每 振动 一 次 就 被 推 
动 一 次 而 且 推力 的 快慢 也 不 同 , 但 每 次 推动 时 其 相位 却 是 相同 的 。 而 分 频 波 情 况 
就 不 一 样 了 , 例如 ,对 于 二 分 频 来 说 , 振子 一 个 周期 内 的 振动 却 被 推动 两 次 , 如果 
第 一 次 推动 是 同 相 的 ， 则 第 二 次 推动 必 是 反 相 的 。 同 理 , 对 于 n/m 次 分 频 (m>n) 来 
说 , 振子 振动 n 次 强迫 力 推动 m 次 , 如 果 第 一 次 推动 是 同 相 的 , 则 其 他 m- 1 次 都 
不 一 定 同 相 。 从 这 些 地 方 看 来 , 激励 分 频 波 似乎 比 激励 谐 波 要 困难 -一些 。 通 过 对 
马 带 厄 方程 求解 表明 , 分 频 波 产 生 于 非 稳定 区 ,因而 只 有 满足 某 些 条 件 才 可 能 产 
生 。 关 于 非 稳定 区 产生 分 频 问题 吧 ! 将 在 本 章 的 最 后 几 部 分 讨论 。 
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对 于 线性 振动 问题 ,一 个 本 征 值 对 应 于 一 个 本 征 函数 ， 事 实 上 , 其 定 解 问题 
为 


u"(x)- Àu = 0 (16.2.1) 
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u(0)=u(l) =0 (16.2.2) 
本 征 函数 为 


u, = A, sin nux 
本 征 值 为 
A=mm (16.2.3) 


(16.2.3) 式 表明 , 每 个 对 应 一 个 4*， 即 每 个 4 对 应 一 个 ww， 其 谱 见 图 16.3， 由 图 可 
知 ， 这 种 情况 无 分 岔 现象 。 


4. 


m 4F 9m lén A 


图 16.3 线性 振动 问题 的 本 征 函 数 与 本 征 值 的 关系 
对 于 非 线性 边 值 问 题 , 情况 就 不 一 样 了 ， 如 下 述 定 解 条 件 : 


u^) [4 - 2 pF àx]uco =o (16:24) 
u(0) =u(1l) =0 (16.2.5) 
令 (16.2.4) 式 方 括号 中 的 量 为 w ,于 是 有 w(x)+ au(x) =0 (16.2.6) 


显然 , 仅 当 w= mn =12…) 时， 上 述 边 值 问题 才 有 非 零 解 , 即 
u(x) = Asin(nmx) 16.2.7) 
其 中 
c=4-2 人 Asinzorodz= 1-|Af ee (162.8) 
或 者 
l4| - 5NA- e (162.9) 
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164 表示 了 |A| 与 和 的 关系 , 这 个 图 表明 , 一 个 4 对 应 于 2n+1 个 |4|, 此 即 为 一 


种 分 岔 现象 , 而 4= mr 点 称 为 分 岔 点 ,几乎 各 种 非 线性 问题 都 会 出 现 分 岔 现象， 
从 而 使 得 4 和 4 出 现 多 值 关系 。 
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TAJ 


m 


图 16.4 4 和 LAI 的 分 岔 图 
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- 般 说 来 , 某 个 系统 在 一 定 的 控制 参数 的 情况 下 ,随时 间 的 变化 规律 用 一 个 
所 谓 演变 方程 来 描写 ， 即 


dx) _ 
mds 5 [x«)] (16.3.1) 
为 简单 起 见 ， 这 里 仅 讨论 一 维 演变 方程 式 中 的 到 为 依赖 参数 4 的 函数 ,而 
这 类 演变 方程 可 以 用 某 个 迭代 形式 的 时 间 序 例 表 示 ， 即 
n= fa) (16.3.2) 
若 用 数值 计算 对 上 式 进 行 迭 代 , 每 次 迭代 的 结果 形成 一 个 (时 间 ) 序 列 ，x,x,，… 
Xn DR A SA, n 充分 大 ,存在 一 个 x 使 得 =x = x, 而 
x = fx n) (16.3.3) 


则 zx= 总 称 为 迭代 方程 (16.3.3) 的 一 个 不 动 点 ,只 要 4= ALIISAE, 则 不 动 点 忒 是 稳 
定 的 。 如 果 xi, za.…e R",R" 为 n 维 实数 空间 , 则 将 该 空间 的 稳定 不 动 点 态 称 为 吸 
子 (定义 见 后 ), 它 吸 引 了 该 空间 的 若干 条 轨道 , 或 者 说 是 它 周 围 点 集 的 极限 值 。 


如 果 吸 子 不 是 一 个 孤立 点 , 而 由 个 不 动 点 所 组 成 ， 即 x 式 ,2,…, 世 .使 得 


第 16 章 声学 中 的 混沌 +307- 


x= fO), Ea = fa Ql)" 
Xan = Sa, CD ELT 


或 者 说 , 这 一 组 不 动 点 经 过 n 次 周期 性 的 循环 (简称 循环 ) 并 回 到 a 这样 的 吸 子 
称 为 n 点 有 限 环 , 若 将 只 有 一 个 不 动 点 的 吸 子 的 循环 周期 用 1 表示 , W| n 点 有 限 环 
的 周期 为 n。 

前 面 的 叙述 告诉 我 们 ， 当 一 个 非 线 性 系统 的 控制 参数 变化 时 ,其 状态 由 不 动 
点 发 展 为 极限 环 。 根 据 经 典 力学 的 方法 , 系统 的 状态 演变 可 以 用 所 谓 态 空间 的 图 
形 来 描述 , 或 者 将 这 些 图 形 称 为 轨迹 , 态 空间 的 维度 因 系 统 而 异 ， 如 在 哈密 顿 系 
统 中 , CRA n 个 广义 坐标 和 n 个 广义 动量 ,其 维 数 为 2n>。 在 态 空间 中 不 动 点 是 
一 个 点 , 极限 环 是 一 个 闭合 环 ,用 数学 语言 ,可 以 称 它们 为 态 空间 的 集合 , 并 且 冠 
以 吸 子 的 名 称 , 这 是 一 种 形象 化 的 名 词 ， 因 为 从 形式 来 看 ,空间 的 各 条 轨迹 似乎 
被 它们 所 “吸引 ”。 不 动 点 意味 着 系统 的 状态 不 随时 间 改 变 , 在 物理 上 对 应 于 一 
个 系统 处 于 静止 状态 。 一 个 极限 环 在 态 空间 是 一 条 闭合 轨道 ,其 循环 “周期 ”是 
有 限 值 , 它 表明 物体 在 做 周期 运动 (不 一 定 是 简 谐 的 )。 更 复杂 的 一 种 吸 子 称 为 环 状 
圆 形 纹 面 (torus)， 当 系统 以 两 个 不 可 约 的 频率 振动 时 在 态 空 间 即 可 产生 这 种 轨迹 ， 
显然 ,这 种 运动 属于 准 周期 性 的 ， 最 重要 的 一 种 吸 子 称 之 为 奇异 吸 子 (strange 
attractor)， 又 称 为 混沌 吸 子 , 它 在 态 空间 具有 自 相 似 结构 ， 其 维 数 不 为 整数 ， 且 对 
初始 条 件 很 灵敏 ， 这 些 是 与 其 他 吸 子 的 重要 区 别 ， 关 于 吸 子 的 定义 将 在 以 后 讨论 ， 
这 里 只 是 形象 化 地 叙述 。 

当 系 统 的 控制 参数 改变 时 ,系统 的 吸 子 将 发 生变 化 , 旧 的 吸 子 可 能 消失 ,新 
的 吸 子 产 生 ， 也 可 能 除了 旧 的 吸 子 以 外 , 还 出 现 新 的 吸 子 , 通常 将 这 种 变化 称 为 
分 岔 , 图 16.5 给 出 三 种 典型 的 分 岔 的 例子 。 第 一 种 分 岔 属于 霍 普 分 岔 , 它 由 不 动 
点 过 渡 到 极限 环 或 者 有 限 环 ; 第 二 种 属于 鞍 - 结 分 岔 (saddle-node bifurcation)， 它 由 
一 个 极限 环 过 渡 到 另 一 个 极限 环 ， 第 三 种 属于 倍 周期 分 又 ， 它 由 周期 为 T 的 极限 
环 过 渡 到 周期 为 27 的 极限 环 。 到 目前 为 止 ,实验 和 理论 表明 , 这 三 种 分 岔 可 以 过 
渡 到 混沌 ， 吕 埃 勒 (Ruelle), 塔 肯 斯 (Taken) 和 纽 豪 斯 (Newhouse) 证 明 ， 系统 通过 有 
限 次 的 霍 普 分 岔 途 径 可 以 过 渡 到 混沌 。 由 于 这 种 分 岔 是 准 周期 的 ， 故 系统 具有 若 
干 个 不 可 约 的 频率 做 准 周期 振荡 有 可 能 达到 混沌 态 ,两 个 旋转 柱 之 间 流动 (泰勒 
(CTaylonD- 库 埃 特 (Couette) 流 ) 实 验 观察 到 这 个 现象 。 鞍 - 结 分 岔 过 渡 到 混沌 的 途径 中 
包括 一 种 称 为 间歇 式 途径 (intermittency route to chaos), 它 是 由 波 米 恩 (Pomean) 和 
曼 纳 维尔 (Manneville) 提 出 的 ， 这 个 途径 的 特点 是 控制 参数 4 接近 临界 参数 4 。 时 ， 
系统 在 态 空间 的 轨迹 作 长 时 间 的 规则 振荡 ， 系 统 同时 还 存在 混沌 性 的 振荡 ， 随 着 
从 分 岔 点 入 到 混沌 区 的 4 值 的 距离 ( 即 |?- 公 | ) 增 大 ,规则 振荡 越 来 越 弱 ， 混沌 振 
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沪 越 来 越 强直 到 前 者 消失 而 间歇 地 进入 混沌 状态 。 鞍 - 结 分 岔 的 另 一 种 分 岔 途径 认 
为 系统 中 同时 存在 几 个 吸 子 , 即 同时 存在 规则 吸 子 (不 动 点 ,极限 环 ) 和 奇异 吸 子 ， 
随 着 控制 参数 的 变化 直接 过 渡 到 混沌 ， 不 出 现 间歇 过 程 。 倍 周期 分 岔 途 径 则 随 着 
控制 参数 的 变化 系统 在 态 空 间 的 轨迹 是 不 同 周期 的 极限 环 ,每 次 的 周期 是 前 一 极 
限 环 周期 的 两 倍 ,经 过 足够 多 次 的 分 岔 过 渡 到 混沌 ， 这 个 途径 的 论述 有 很 多 人 的 
贡献 , 下面 仅 详细 介绍 费 根 鲍 姆 (Feigenbaum) 所 研究 的 途径 。 很 多 实验 也 证 实 了 这 
种 分 岔 途径 ， 如 气泡 空 化 及 扬声器 中 产生 的 混沌 等 。 


. O +Ç 


As A=Ay 


图 16.5 三 种 典型 分 岔 示意 图 
OREHE: CHAT Os (RAME 


下 面 我 们 举 一 个 2 分 岔 的 例子 。 
最 常见 于 文献 中 的 一 个 例子 是 描写 生物 群体 生 灭 的 动态 方程 ， 费 根 鲍 姆 研究 
了 方程 


(16.3.4) 


f,G)  Abx (0.3) 
0<b <l 


31638 声学 中 的 混沌 :309， 


显然 ， 当 控制 参数 b 满足 0<b < 工时， 存在 一 个 不 动 点 , VIE am fi 5 
1 = 太 的 交点 ， 这 个 不 动 点 为 忆 1=0: 但 当 

工 <5<1 

4 
mf, CRAT x =0 以 外 ， 至少 还 有 另 一 个 不 动 点 


Xa -1- 证 (16.3.5) 


现在 我 们 来 研究 不 动 点 稳定 性 的 判 据 。 

设 不 动 点 x 满足 x*=f(x)， fE EBE x =x ， 当 受到 扰动 时 
x. =x, +ó, = x +ó FEA +a = f, +ó) 9f, G7) fio )8,. 由 此 
可 得 


Š, P 
Fu ) (16.3.6) 


MRK, Wia > 65。， 这 表明 在 f, 的 作用 下 ， 离 不 动 点 很 近 的 那些 
点 之 间 的 距离 越 来 越 远 ， 由 此 可 见 ， 这 个 不 动 点 是 不 稳定 的 , 但 当 a<, 
则 不 动 点 之 是 稳定 的 。 根 据 上 面 的 结果 可 知 ，jixz)= 4b, f/05,) 20-20), Bi 
bel, RE—ARIA xi 20, f/ (0) <1, S x, -0 是 稳定 的 . 当 二 <b< 3， 


IBARRA, IRI C, =1- -是 稳定 的 ， 立 ;不 稳定 。 当 > 时 ， 两 个 不 动 点 
Wade. 

现在 我 们 来 研究 万 (D) = ax0 — 9 BREE. 显然, de s TAE COB, 
JUS < LM, RAMFAN = 0, SLE M, Han o0 这 个 不 


点 外 , 至少 还 出 现 第 二 个 不 动 点 如 (16.3.5) 式 所 表示 ， 显然, 这 是 属于 2 点 有 限 环 
的 情况 。 为 了 研究 4 点 有 限 环 的 情形 ,我 们 来 看 一 下 二 次 迭代 的 图 形 ， 即 


f) 09 = fL, G9] ^ 4bf,(x)[1 — f, Q0] (16.3.7) 


显然 , 在 上 式 中 当 A=, DG) 有 极 大 值 ， 这 时 
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由 (16.3.4) 式 可 知 f(x)=1/2 有 两 个 根 , 这 表明 (16.3.7) 式 的 图 形 有 两 个 极 大 值 ， 也 
就 是 说 , 只 要 b > 3/4, XA BE S x, =x,( 直 线 ) 的 交点 就 至 少 有 4 个 ， 即 这 时 至 
少 存在 4 个 不 动 点 


x, x, 


x, 2» Xmar Kna 


这 表示 出 现 4 个 点 有 限 环 , 对 应 的 周期 为 4, 图 16.6 表示 了 这 种 情形 。 
1.0 


0.5 10 
x 
图 16.6 f”) 的 图 形 


当 妃 继续 增 大 以 及 继续 对 f 9 G9, f 9 (xz),…， 加 以 研究 可 知 ,会 出 现 8 点 有 限 
环 , 16 点 有 限 环 以 至 于 2 点 有 限 环 等 , 而 控制 参数 b 分 别 取 b_1,bi,bm…， 理论 研 
ARH, WREX 


a, a (16.3.8) 
H a], 4.669201-., RÆ b, = 0.892 时 周期 性 的 循环 性 丧失 , 或 者 说 周 
期 趋向 无 限 大 。 
根据 SEO 与 x 的 映射 关系 可 知 , 一 个 x 值 与 一 个 feb Qo) 的 值 相 对 应 , 但 
逆 映 射 不 存在 , 因为 一 个 f PP GERE 2 个 x 值 , 不 是 一 一 对 应 ， 由 此 可 见 , 若 
和 迭代 按 + 增 大 的 方向 进行 是 唯一 的 , 但 将 时 序 逆转 ， 即 沿 相反 时 序 进行 逆 迭 代 就 不 
是 唯一 的 ， 非 线性 函数 的 多 值 性 导致 逆 映 射 不 一 一 对 应 或 者 说 逆 映 射 不 存在 , 这 
是 非 线 性 系统 过 渡 到 混沌 的 一 个 值得 注意 特征 。 
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在 统计 力学 中 人 们 早已 熟知 ， 保 守 系 统 在 相 空间 的 密度 不 变 ， 因 而 对 一 
定数 量 的 代表 点 来 说 , 在 相 空间 占据 的 体积 不 变 ( 刘 维 定理 )。 但 对 于 耗 散 系统 ， 
相 流 动 的 体积 会 收缩 ， 即 相 体 积 会 收缩 成 低 维 数 流 形 ， 下 面 讨论 耗 散 系统 的 吸 
Fs 

假定 我 们 讨论 的 相 空 间 是 一 个 m 维 实数 空间 R"， 设 其 中 有 一 个 超 体积 (以 后 
简称 体积 )Ve R"， 使 得 如 果 存 在 Ye V, 则 对 所 有 的 时 间 r> 078 T" Y=X(Y, pti ZE V 
H, BDT'Ye V, 这 里 算 符 T' 表示 相 空 间 的 “ 流 ”。 因为 我 们 讨论 的 是 耗 散 系统 ， 
故 在 “流动 ”过 程 中 六 使 得 相 体积 在 减 小 , 当 1 一 ,集合 TV 减 小 成 一 个 集 
A 


€ 


Ww-(ir'v 
0 

其 体积 收缩 到 零 。 当 然 , 相 体积 为 零 不 一 定 是 个 点 ,也许 是 一 个 超 曲面 ， 总 之 是 低 
维 数 的 流 形 。 故 当 19 eo, BJ, 从 YE V 出 发 的 每 个 解 曲线 都 趋 近 于 集合 W. 如果 
YE WW( 即 了 属于 了 但 不 属于 W), 则 Y 称 为 瞬 变 的 (这 里 将 不 讨论 这 一 情况 ), 我 
们 将 着 眼 于 w 中 的 全 部 或 其 中 几 部 分 的 运动 , 假设 那些 趋 近 于 W( 但 又 不 在 W 中 ) 
中 的 一 些 轨道 的 性 质 类 似 于 W 中 的 某 一 部 分 , 则 w 中 的 这 一 部 分 称 为 吸 子 , 经 过 
这 些 站 明之 后 , 我 们 引入 吸 子 的 一 种 定义 : 对 于 “ 流 ”T' 来 说 , 吸 子 是 一 个 紧 集 X 
它 满足 以 下 几 点 : 

(1) 在 T' 作 用 下 X 不 变 , 即 T'X=X; 

D XX 有 收缩 的 领域 U,，U S X, "3:120 时 使 得 T' UCU 和 X= 门 T'U; 


G) X 上 的 “ 流 ”T' 是 递归 的 和 不 可 分 裂 的 , 前 者 意味 着 在 X 上 7' TREE 
的 , 后 者 表示 X 不 能 分 裂 成 两 个 非 平凡 的 闭合 的 不 变 部 分 。 

根据 上 述 定义 , 对 照 图 16.7 可 知 , 在 W= Duos ]rh, xx, ERF, x, 不 
是 吸 子 而 是 越过 点 。 不 动 点 和 有 限 环 这 类 吸 子 称 为 平凡 吸 子 , 我 们 还 要 讨论 的 是 
另 一 类 , 称 为 奇异 吸 子 , 在 定义 这 种 吸 子 之 前 , 我 们 首先 定义 一 个 被 称 为 吸引 源 
头 (basin of attraction) 的 集合 4， 如 果 X 是 一 个 吸 子 , 则 它 的 吸引 源头 定义 为 那些 初 
始点 的 集合 x, 以 使 得 7 对 -人 一世。 我 们 现在 来 引入 奇异 吸 子 的 定义 : 可 以 找到 
吸引 源头 上 的 两 个 初始 点 4，xe A, 在 充分 长 的 时 间 t 之 后 , 它们 在 吸 子 集合 X 
上 分 得 很 开 , 或 者 用 一 句 话 来 概括 ,它们 对 初始 条 件 很 敏感 ，。 具有 这 种 性 质 的 吸 
子 称 为 奇异 吸 子 。 洛 伦 兹 对 大 气 满 流 作 数 值 计算 时 首先 得 到 了 这 种 吸 子 , 尽管 当 
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时 还 没有 这 个 名 称 。 


图 16.7 吸 子 示意 图 


吸 子 并 不 一 定 是 个 点 , 它 在 态 空间 的 维度 D, 不 一 定 为 零 ( 除 了 不 动 点 D, =0 
以 外 )。 例 如 ,对 于 有 限 环 来 说 ，D。=1, 但 对 于 奇异 吸 子 而 言 ,根据 分 形 维度 
(fractal dimensions) HEX, HRH E K (Hausdorff) HER E Do 不 为 整数 ,其 点 集 
Ac R" 的 豪 斯 多 夫 维 度 是 ( 见 第 18 章 ) 
= tim 198 M (R) 

R>0 log(I/R) 


式 中 ,R 为 m 维 “立方 体 ” 的 棱 长 , M(R) Li eK A 所 需 这 类 “立方 体 ” 的 最 小 
数目 ， 对 于 康 托 尔 (Cantor) 集 来 说 , R=3*, M(R)=2*, k=0,1,2, «s, 于 是 
D,= limlog2. =0.6309 
x27 log3 

也 就 是 说 康 托 尔 集 存在 奇异 吸 子 。 对 于 高 维 问题 , 使 用 Do 来 判别 不 太 方便 ， 此 时 ， 
往往 应 用 所 谓 相关 维度 , D2， 更 便于 作 数值 计算 ， 本 书 不 作 进一步 的 讨论 。 

除了 上 述 的 判别 方法 之 外 ,历史 上 还 曾 应 用 李 亚 普 诺 夫 (Lyapunov) 数 4 来 判 
Jl, 4 4<0, 吸 子 为 不 动 点 ;4=0, 吸 子 为 有 限 环 ) 4 >0, 吸 子 为 奇异 吸 子 。 关 于 
的 定义 本 书 不 给 出 , 读者 可 参考 有 关 文 献 。 

奇异 吸 子 有 时 也 称 为 混沌 吸 子 ， 能 够 过 渡 到 混沌 的 系统 , 一 定 存在 这 种 奇异 
吸 子 。 劳 特 博思 等 对 气泡 振动 计算 了 它 的 D, (相关 维度 )， 倪 皖 孙 等 计算 了 扬声器 
的 Do 及 4 ,都 分 别 证 明了 各 自 的 系统 存在 奇异 吸 子 ， 因 而 它 能 够 通 向 混沌 就 不 难 
理解 。 

从 频谱 分 析 的 角度 来 看 ， 系 统 过 渡 到 混沌 象征 着 系统 的 频谱 趋向 连续 谱 。 而 
上 述 的 两 个 声学 混沌 问题 中 , 其 推动 信号 的 频率 是 一 定 的 ,按照 本 书 前 几 章 的 讨 
ie. 只 涉及 了 谐 频 及 和 差 频 , 如果 只 是 这 些 成 分 构 不 成 连续 谱 ， 则 还 要 研究 产生 
分 频 成 分 的 系统 。 最 典型 的 是 二 分 频 系 列 ， 它 与 倍 周期 分 岔 联系 起 来 ， 其 中 最 熟知 
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的 例子 是 用 马 带 厄 方 程 研究 法 拉 第 水 波 (分 频 ) 实 验 , 关于 这 方面 的 知识 将 在 下 面 
讨论 。 
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在 第 13 章 中 我 们 讨论 了 空 化 气泡 的 振动 ,完全 没有 涉及 产生 分 频 波 的 情况 。 
为 了 阑 明 分 频 振 动产 生 的 机 理 ， 需 要 讨论 气泡 的 非 稳 定 振动 , 为 了 简明 起 见 , 我 
们 的 模型 是 气泡 在 不 可 压缩 流体 中 振动 , 并且 在 式 (13.2.12) 中 忽略 表面 张力 及 燕 
气压 力 ,于 是 (13.2.12) 式 可 写 为 


2 2 3r] 
c -外 -全 E osar (165.1) 


d? 2d) p R 


这 里 我 们 用 Paucos wt 代替 (13.2.12) 式 中 的 Pisin ct, 这 只 不 过 相当 于 在 时 间 
轴 上 作 一 个 固定 的 平移 而 已 。 将 (16.5.1) 式 量 纲 为 一 化 , 即 令 


R P, 
r 22 ax 
$ i (16.5.2) 
= _3yR 
pR 
这 里 的 符号 说 明 见 第 13 章 。 将 这 些 代 换 关系 代入 (16.5.1) 式 中 可 得 
2 d'r 3(dr po = 
| dz FERE CA] IE r + Pcosr = 0 (16.5.3) 
用 微 扰 法 求解 上 式 ， 容 易 得 到 一 个 周期 解 
r=A,+ Á COST + A,cos2r+--- (16.5.4) 
xh, ASA, ，… 可 表示 为 
A 7A [Gy1- /)/367 (8 Y] P « O(P*) 
= 2 _ 3 
A - PI3Y(f - 1) (P?) (16.5.5) 


A, =0(P°) 
Ay A PERTO Y ER 


* 314，” 非 线性 声学 


现在 我 们 来 研究 解 (16.5.4) 的 稳定 性 , 其 想法 如 下 。 使 原来 的 解 受到 某 种 扰动 ， 然 
后 再 看 这 种 扰动 的 发 展 趋势 。 如 果 其 中 受到 扰动 的 部 分 越 来 越 大 ， 则 这 种 解 就 是 
不 稳定 的 。 在 数学 上 ,可 以 在 (16.5.3) 式 中 用 r(7) +E) KRA r(7), r(7) 由 (16.5.4) 
REK, 它 仍 是 (16.5.3) 式 的 未 扰动 解 ， 这样 就 得 到 扰动 量 所 满足 的 微分 方程 


ZE 3drdé | po oen l dor. 
Teir a trar ero 
作 变 换 
3 
ysrid (16.5.6) 

代入 上 式 , 可 得 

d'y», l [6y-Drr+l+rPcosrly=0 (16.5.7) 

d? 6r 


这 个 方程 是 属于 希 尔 (HilD 型 的 方程 或 者 称 为 马 蒂 厄 方程 ， 它 的 解 y(T) 代表 了 相 
对 于 归 一 化 气泡 半径 的 偏差 , 如 果 它 随时 间 无 限 增长 , 则 表明 周期 解 r(z) 是 个 非 
稳定 解 。 根据 希 尔 解 的 性 质 ( 见 16.6 节 ) 可 知 ,， 它 的 解 存在 稳定 区 和 非 稳定 区 ,而 在 
非 稳 区 的 解 显然 是 不 稳定 的 , 特别 是 可 以 产生 分 频 振动 。 


在 (16.5.7) 式 中 作 变 换 
iit (16.5.8) 
代入 (16.5.7) 式 , 可 得 
eum +20, cos2z + 20, cos4z *--.]y - O0 (16.5.9) 
式 中 
4 |12y+8+6]12 -P | 
D =— +| ——— —— P +OP) 
E | 18202 (£P -17 
-| B -6y-4 3 (16.5.10) 
à, -| 入 多 roe ) 
à, = O(P^) 


2, A PERTO ER 
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根据 希 尔 方程 的 性 质 ( 见 16.6 节 ),(16.5.9) 式 的 解 存 在 一 连 串 的 稳定 区 和 非 稳 
定 区 , 这 取决 于 万 ， 芭 ,… 的 值 ， 例如， 当 声 处 在 下 述 二 个 极限 值 之 间 时 是 产生 


二 分 频 波 的 区 域 ( 非 稳定 区 


T 


8. =1+6 -LÈ + O(P) 
4 (16.5.11) 

6. 71-6 -7% +OP) 
将 (16.5.10) 式 代入 (16.5.11) 式 可 得 ， 当 8? 处 在 下 述 两 个 值 ^, B^. 之 间 时 解 

处 在 非 稳定 区 , 即 产生 二 分 频 波 的 区 , 而 2. 可 表 为 


EL rete... (16.5.12) 


Hi B- aja, ERER, P = P, / P, 为 纵 坐标 作 已 -有 图 (图 16.8)， 以 为 参数 ， 显 然 ， 
在 B=2 处 , P 最 小 , 这 表明 当 气 泡 的 小 振幅 共振 频率 是 声 激励 频率 的 一 半 时 ，P， 


最 小 ， 即 = 和 的 振动 最 易 激励 图 中 的 v 形 区 是 非 稳定 区 。 下 面 将 要 证 明 , 当 
y 很 小 时 ， 方 程 (16.5.9) 的 近似 解 可 以 写 为 


yt) =e" sin (zoro) (16.5.13) 


PP, 


式 中 0 是 参数 , 而 


P - iE - 0-4 1009) 
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或 者 


: (Ey (2-47 
2-5 4:3] 06340 
A 8-20, /2 达到 极 小 值 , 这 时 ，y(1) 随时 间 增 长 最 快 , 即 二 分 频 波 最 强 。 


前 面 讨论 了 气泡 振动 产生 的 倍 周期 分 岔 , 接 下 来 看 一 下 它 如 何 通过 这 种 分 岔 
途径 过 渡 到 混沌 ， 劳 特 博 恩 、 克 拉 默 斯 和 帕 莱 欧 (Parlitz) 从 KBCG 方程 ( 见 13.3 +) 


R)isox(3. a NV P.id 
1- R |ggp k| 32 R |_ 5. 
( $) š G =) P+ tan (16.5.15) 

出 发 , 式 中 
P=P(R -2 an pk p, P,sinax (16.5.16) 
R "R 

3y 

a-(a-a 2316) (16.5.17) 
RR 


AP, R=RO 为 气泡 的 瞬时 半径 ，Ro 为 它 的 静止 半径 ，w= 2nv 为 声场 的 角 频率 ， 
忆 , 为 声场 的 压力 振幅 ， 吃 为 静 压 力 ，P, 为 蒸气 压力 ，o 为 表面 张力 系数 ，7 2886 
WRA, y 为 气泡 中 气体 的 多 方 指数 。 他 们 求 方程 (16.5.15) 的 数值 解 ， 做 出 半径 为 


R 的 时 间 曲线 、 态 空间 轨迹 WU- 着 f), 波 因 卡 (Poincars) 图 以 及 频谱 图 。 这 里 有 


若干 个 控制 参数 , 他 们 只 研究 了 其 中 的 两 个 :一 个 是 外 声场 振幅 P,; 另 一 个 是 外 
声场 的 频率 。 图 16.9 给 出 当 频 率 改变 时 的 演变 过 程 ,只 经 过 五 步 即 到 达 混 沌 态 。 
图 16.9 中 第 一 列 上 的 一 系列 黑 点 对 应 于 声场 的 某 个 相位 值 ， 它 们 的 间隔 表示 声场 
的 周期 。 第 二 列表 示 态 空间 的 轨迹 ,由 此 明显 地 看 出 ， 从 单 极限 环 按 倍 周期 分 岔 途 
径 向 混沌 过 渡 的 过 程 。 为 了 比较 起 见 ,将 图 16.9 与 图 16.1( 频 谱 图) 并 排 ， 当 频率 改 
变 到 第 五 步 时 ， 出现 了 强 的 连续 谱 , 很 直观 地 表明 了 混沌 态 。 第 三 列 是 波 因 卡 图 ， 
这 种 图 的 作法 说 明 如 下 : 在 态 空间 选取 一 个 超 平面 ， 当 态 空 间 维 数 等 于 3 时 ， 它 为 
通常 的 平面 ,将 这 个 超 平面 称 为 波 因 卡 截 平面 ， 它 在 空间 的 法 线 取 向 可 以 方便 选 
取 ， 因为 态 空间 的 轨迹 由 演变 方程 的 解构 成 , 随 着 时 间 的 发 展 , 轨迹 形成 有 向 曲 
R, 在 截 平面 与 轨迹 相交 的 集合 中 只 取 一 部 分 集合 构成 波 因 卡 图 ， 这 部 分 集合 是 
轨迹 在 交点 的 切线 与 截 平面 的 法 线 的 交角 不 超过 7/2， 即 只 选取 轨迹 从 截 平面 一 
侧 穿 过 ， 从 而 形成 的 交点 的 集合 ( 波 因 卡 图 )。 显 然 ， 这 种 描述 法 所 需 的 空间 维 数 
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降低 一 维 。 例 如 ， 态 空间 的 极限 环 在 波 因 卡 图 上 只 是 一 个 点 ; 态 空间 一 条 空间 曲 
线 , 在 波 因 卡 图 上 至 多 是 一 条 平面 曲线 或 者 是 一 列 离散 的 点 列 。 当 然 , 上 面 的 定义 
只 是 就 3 维 态 空间 来 说 的 , 如 果 维 数 大 于 3， 则 截 平面 是 超 平面 ,交点 也 是 超 平面 
或 者 称 之 为 超 点 。 
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图 16.9 气泡 振动 通过 倍 周期 分 贫 过 渡 到 混沌 
ORO- 的 图 ; (b) 态 空间 轨迹 


(ec) 波 因 卡 图 ; (d) 频 谱 图 
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166 Hg p m 


马 蒂 厄 在 研究 椭圆 形 膜 的 边界 值 问题 时 ， 导 出 一 个 二 阶 常 微分 方程 ， 后 来 被 
人 们 称 为 马 蒂 厄 方程 ,其 形 如 
dy 
de 
式 中 ,a 和 4 为 两 个 实 参数 ,方程 的 系数 是 以 r 或 2r 为 周期 的 。 
当 g = 0 时, (16.6.1) 式 退化 为 


+(a-2qcos2z)y=0 (16.6.1) 


" 
mee =0 (16.6.2) 


这 个 方程 是 熟知 的 ， 其 解 可 写 为 

?= AcosVaz+BsinVaz 
式 中 , A, B 为 常数 ， 当 a=m?,m=0,1,2,…, 方程 的 解 组 为 

1,0; coszsinz; cos2z,sin2z; = (16.6.3) 

因而 解 为 

Ym = A,,cosmz + B, sin mz (16.6.4) 
当 4g 冯 0,(16.6.1) 式 的 解 要 比 (16.6.3) 式 所 列 出 的 解 组 复杂 得 多 ,下面 将 分 几 种 情况 
来 讨论 。 
1. 整数 阶 的 马 蒂 厄 函 数 


在 很 多 实际 问题 中 , (16.6.1) 式 所 描写 的 系统 称 为 参量 激励 型 的 , q 代表 激励 幅 

度 的 大 小 ， 当 这 种 激励 并 不 十 分 强烈 时 ， 可 以 将 它 作为 数学 处 理 中 的 微 扰 参数 。 若 
a 不 能 表示 为 某 个 整数 的 平方 但 可 以 表示 为 

a=m°+aq+aq + (16.6.5) 


则 显然 , 当 qg =0 时 ，a=m?。 当 m=1 时 ， 有 


a=1+mq +q? + 
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这 时 ， 可 以 认为 方程 (16.6.1) 的 解 偏离 解 组 (16.6.3) 并 不 太 大 ， 于 是 对 应 于 余弦 项 的 
解 组 可 表 为 (为 简便 起 见 ， 下 式 cosz 前 的 系数 已 归 一 化 为 1) 
y =cosz +qC,(z)+ q2C,(z) (16.6.6) 


这 个 解 表明 , "$9 - 0 时 ,， 解 退化 为 (16.6.3) 式 , 这 里 aa =, C.(z),C,(z), *** 
待定 。 将 (16.6.5) 式 和 (16.6.6) 式 代入 到 (16.6.1) 式 , 将 所 得 的 结果 按 4 WEHE, 
使 得 q" 前 的 系数 相等 , 于 是 有 


q: cosz - cosz = 0 
q: Cr+CI=( -am)cosz+cos3z (16.6.7) 
2: C; +C, =—a, cos z — GC, 2C, cos2z (16.6.8) 


先 来 讨论 (16.6.7) 式 的 解 ， 它 的 右 端 为 强迫 项 ,而 第 一 项 的 频率 与 本 征 振动 频 
率 相同 , 它 所 对 应 的 解 是 不 收敛 的 ,通过 变动 参数 法 求解 这 个 方程 可 知 ,对 应 于 这 
一 项 有 一 个 特 解 为 zcosz， 称 为 微 扰 解 的 长 期 项 ， 当 z 一 时 不 收敛 。 另 外 ， 由 于 
(16.6.1) 的 解 应 当 是 以 或 2 为 周期 的 函数 ， 故 这 类 解 不 能 存在 ,为 此 必须 要 求 
cosz 前 的 系数 为 零 ， 即 


a=1 (16.6.9) 
代入 (16.6.7) 可 得 
C) =- cos3z (16.6.10) 
将 这 些 结果 代入 到 (16.6.8) 式 , 得 到 


" 1 
C; 4C, (eras esce pense jesse 


由 于 解 的 周期 性 ,也 要 求 长 期 项 消失 , BD 


(16.6.11) 


acl 
= ng 


于 是 解 出 Cz(z) 为 
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CO=- 计 cos3z+ 训 cossz (16.6.12) 
重复 上 述 过 程 便 可 得 到 
= L 
64 
1 f1 4 1 
G7 gis [ehe dense coa) 
51213 9 18 desas 
ww =-— 
1536 
CO = xig [ge tenes eos + zaco} 


将 这 些 结果 代入 (16.6.5) 式 和 (16.6.6) 式 , 并 将 所 得 到 的 解 y 用 一 个 特定 的 符号 
ce (z,q) 表示 , 将 得 到 的 相应 的 a 用 符号 a." 表 示 ， 即 


1 ti 1 
,9) = cos z ——qcos3z +— —cos3z 4 —cos5. 
ce (z,q) £ 84 s3z zel s3z 3 J 


4 
-zhe emn - dense e0572 e 0 (16.6.14) 


i 1 
0 2leg-lg -Lo +04 16.6.15 
a, 4-34 q^ + O(q^) ( ) 


cei (z,q) 称 为 一 阶 椭圆 余弦 函数 或 者 称 为 余弦 型 一 阶 马 蒂 厄 函数 ，ae@ 为 对 应 于 
ce, (z,q) 的 特征 数 。 

现在 我 们 来 求 (16.6.1) 式 的 另外 一 个 解 。 当 4g= 0 时 , 它 是 sinz, 于 是 在 qz0 
时 可 以 将 它 写 为 


y7sinz-qs,(z) * q^s,(z) +- 


a-ltBq* Ba v 
根据 相同 的 方法 (其 计算 过 程 从 略 )， 最 终 可 得 
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psa sine Bgsin3e+ cQ [inse dins) 
3 (16.6.16) 
EU egent) eon 
a9-1-q-lq elg aoq) 16617) 

P st, .6. 


sa(z,9) 为 一 阶 椭圆 正弦 函数 或 者 称 为 正弦 型 一 阶 马 蒂 厄 函数 ，a, A sela) 
相对 应 的 特征 数 。 值 得 注意 的 是 ， 当 q 一 定时 ,分 别 对 应 于 cei(z,q) F se,(z,q) 的 
特征 数 不 相 等 ， 即 a a ,这 表明 这 二 个 马 蒂 厄 函数 不 能 同时 成 为 方程 (16.6.0 


的 解 ,或 者 说 它们 不 能 共存 ,除非 q-0 时 才 会 成 为 基本 解 组 。 但 (16.6.0) 式 应 该 有 
两 个 线性 独立 解 ， 这 要 求助 于 构造 独立 解 的 方法 ,如 已 知 一 个 解 为 cem(z,q), 与 


它 线性 独立 的 另 一 个 解 可 以 用 它们 的 朗 斯 基 行 列 式 求 得 ， 即 


w: dz 
y(z) = ce, (z,q) Ter cor (16.6.18) 
以 上 我 们 求 了 mm= 1 时 的 解答 , 现在 我 们 来 求 m= 2 时 的 解 。 展 开 
cey(z,q) 7 cos2z + qd, (z) * q! d, (z) +- 
a=4+⁄q+7Q c 
根据 同样 的 方法 可 以 算得 
1 (2 dy 
ce, (2,4) =cos2z ——q 0842 =2 +3849 *cosóz 
1 1 4 40 (16.6.19) 
3 A 4. 4 
#5129 (5 cosBZH 7 Os z+ 3 ):o@ ) 
a AL - O(q*) (16.6.20) 
1 1 
se,(z,q) =sin2z ——qsin4z +— ° sin 6z 
» 2m (16.6.21) 


1 Los È 
-3p4 (isis Din «)« O(q*) 
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ao = 4-1 q^ + O(q*) (16.6.22) 
当 m= 0 时 ， 同 样 可 以 算得 


1 1 
ce 2,4) 71, 400822 4 cos4z 


1 1 (16.6.23) 
s x 4 
s Geos6z 7cos2z)+ O(q*) 
a = E * O(q*) (16.6.24) 


图 16.10 马 带 厄 方程 稳定 解 与 不 稳定 解 在 (a, g) 平 面 上 的 分 布 
图 中 阴影 区 是 不 稳定 区 


更 高 阶 的 马 带 厄 函数 (m 宇 3) 解 可 以 类 似 地 得 到 ,这 里 不 一 一 列 出 。 根 据 这 些 结果 ， 
我 们 能 够 作出 (aeo9",9) 和 (as ,9 ) 的 图 形 , 图 16.10 给 出 m=0,1,2,3 时 的 (a,q ) 图 示 ， 
它 表示 了 (16.6.1) 式 的 稳定 解 和 不 稳定 解 在 (a,q ) 平 面 内 分 别 占 据 的 区 域 , 图 中 阴 
影 部 分 是 不 稳定 解 所 占据 的 区 域 。 关 于 稳定 区 与 不 稳定 区 的 划分 将 在 以 后 讨论 。 
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2. 非 整数 阶 的 马 蒂 厄 函数 


以 上 我 们 只 讨论 了 a=m?,m 为 整数 的 情形 , 现在 我 们 来 研究 a=v?,v 为 非 整 
数 时 的 情况 。 与 上 面 计算 方法 类 似 , 当 g=0 时 , 方程 (16.6.1) 的 解 组 为 cosw 和 
sinz, "4g 0, 可 以 写 


ce,(z,q9)=cosvz+ Lac, o) 
= 


se, (z,q) = sin vz + Ëss, o 


a=v + Y aq 


将 这 些 结果 分 别 代 入 方程 (16.6.1) 可 以 分 别 定 出 C, (2), s, (2), 及 相对 应 的 a,， 最终 
得 到 


Er SEDE _ esse] 


4 (v+1) (v-1) ! (16.6.25) 
zi cos(v + 4)z i cos(v — 4)z *O(g) 
32 Low+Dw+2) (v-D(v-2)] 
1 1 |sin(v*2)z sin(v — 2) | 
se (0) o sa Lo -so 
F (v+]) A 1) J (16.626) 
1 2l sin(v + 4)z " sin(v ~ 4)z *O(q) 
32 / |(v*D(v-«2) (v-D(-2] 
sa Rag apal a 4 
aza =a” =v tt *O(q*) (16.6.27) 
值得 注意 的 是 a.” =a,”， 即 两 个 解 组 是 可 以 共存 的 ， 故 可 作为 二 个 线性 独立 解 ， 


使 得 方程 (16.6.1) 的 任何 一 个 解 可 以 由 它们 的 线性 组 合 来 表示 , 即 
y=A,ce,(z,q) * B,se,(z,q) 


关于 马 带 厄 函 数 的 正 交 归 一 化 问题 本 书 不 作 讨论 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 有 关 专 
w, 
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167 ” 希 尔 方程 和 弗 洛 凯 定理 ny 中 


本 节 讨 论 所 谓 希 尔 方程 ,其 一 般 形式 可 表示 为 
dy 
de 

xh, PG) 和 Q(z) 为 周期 函数 ,其 周期 为 2。 当 P(2) -0, Q(z)=a-2qcos2z 时 ， 
(16.7.1) 式 退化 为 (16.6.1) 式 , 故 16.6 节 讨论 过 的 马 蒂 厄 方程 实 为 希 尔 方程 的 一 个 特 
例 ， 因而 本 节 及 以 后 各 节 所 得 到 的 结果 完全 适用 于 16.6 节 。 

在 一 般 情况 下 ,二 阶 线性 方程 有 两 个 独立 解 ly, ，(16.7.1) 式 的 任何 一 个 解 
都 可 以 表 为 它们 的 线性 组 合 ， 即 


y=C,y + Cy, (16.7.2) 


由 于 yy, 线性 独立 ， 故 它们 的 朗 斯 基 行 列 不 为 零 。 P(z) 和 Q(z) 的 周期 为 8, 车 
y Gy, (2) 是 (16.7.1) 式 的 解 ， 则 y(z+ 8) 和 ys(z+9) 也 是 它 的 解 ， 因此 可 以 表 之 
以 (16.7.2) 的 形式 ， 即 


* P guy (16.7.1) 


ue 1623) 


XY + Q) = kay (2) + k; y> (z) 


在 (16.7.2) 式 中 将 z Fl z + Q IR, 则 有 


y(z+Q)=C,y (z +Q)+C,y,(z + Q) 
= (Cik +C,k,)y (z) (16.7.4) 
* GC + Ck )y,G) 


如 果 解 y(z) 具有 这 样 的 特性 , 使 得 当 z ze Q hf, 有 
y(z+9)=oy(z) (16.7.5) 


将 (16.7.2) 式 代入 上 式 右 端 ,并 将 得 到 的 式 子 代入 (16.7.4) 式 的 左 端 ， 因 为 
y (2)4lly; (z) 线性 独立 ， 必 有 
Ch + Caka md 


(167.6) 
Ck, + Ce, - 0C, 


如 果 CC, 有 非 平 凡 解 , 则 必 有 
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07 — (ky + kp) + (kiika — kkn) =0 (167.7) 
这 是 一 个 二 次 方程 式 ,一 般 有 两 个 根 ， 由 于 是 实数 ， 故 两 个 根 或 者 是 实 根 , 或 


者 是 共 轰 复 根 。(16.7.5) 式 即 为 弗 洛 凯 定 理 数学 陈述 ， 因 为 (16.7.7) 式 总 是 有 解 的 ， 
所 以 a 的 根 总 是 存在 的 ,于 是 弗 洛 凯 定理 也 总 是 成 立 的 。 现 在 引入 另 一 个 参数 人 ， 
使 得 g - e, 3E X55 — RIEGO), 它 满足 


xz) - e^*G(z) (16.7.8) 
于 是 有 
y(z + Q) =e“G*9G(z + Q) = oe“ :G(z + Q) (16.7.9) 
根据 弗 洛 凯 定 理 (16.7.5)， 并 与 (16.7.9) 式 对 比 ， 容 易 得 到 
G(Z * Q) - G(z) (16.7.10) 
即 G(z) 也 是 以 8 为 周期 的 周期 函数 。 
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根据 弗 洛 凯 定理 ， 马 蒂 厄 方程 的 一 个 特 解 可 写 为 
»(22e"*G(z,0) (16.8.1) 


RP, 将 G(z) 写成 G(z,a) 是 为 了 表明 参数 o 的 作用 。 对 于 马 蒂 厄 方程 (16.6.1) 来 说 ， 
周期 如 是 工 或 者 2r 。 由 于 G(z,o) 是 周期 函数 ， 故 可 以 表示 为 


G(z,0) ^ sin(z ^) + qh (z, 0) * q^ h,(z,0) +- 
a=1+qfi(0)+ f, (0) -- (16.8.2) 
17 qg, (0) * q' g, (0) + 


将 (16.8.1) 式 和 (16.8.2) 式 代入 到 (16.8.1) 式 , 将 所 得 到 的 结果 仍 按 q RERE, 使 
得 q 短 次 前 的 系数 为 零 ， 于 是 有 
q: —sin(z — o) *sin(z— o) = 0 


4': hr h, + f sin(z — G) 2g, cos(z — o) - 2sin(z — 0)cos2z = 0 (16.8.3) 
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Q: K+h +2g,cos(z-0)-2g, cos(3z — o) + (gË + f,)sin(z — o) 


i 1 (16.8.4) 
+s eos 2osin(3z — o) + z sin(3z —o)cos2z = 0 


利用 三 角 等 式 : 


2cos2zsin(z — o) = sin(3z — o) —sin(z + o) 
—sin(3z — o) —sin(z -0)cos20 
*cos(z—Gc)sin20 


代入 (16.8.3) 式 ， 容 易 得 到 


hf +h = —(2g, +sin 2o)cos(z — 9) 
— (f, +cos2o)sin(z — 0) +sin(3z — o) (16.8.5) 


因为 G (2,0) 是 周期 函数 , 但 对 应 于 上 式 右 端 第 一 、 第 二 两 项 的 特 解 是 非 周期 函数 ， 
故 必须 要 求 这 两 项 前 的 系数 为 零 , 于 是 求 出 


£7 EL 20, f,--cos2G8 (16.8.6) 


将 这 个 结果 代入 (16.8.5) 式 , 便 有 
hr h, =sin(3z—0) 
解 得 
h =-Żsin6z-0) (16.8.7) 
把 g1, 有 和 加 的 表达 式 代入 (16.8.4) 式 , 借助 于 三 角 恒等式 可 以 得 到 加 满足 
h +h, +2g,cos(z — G) + aceosGz -ø)sin20 
sGrsi? 20 i + f)sin(z — o) 


+ieos2asinGz-a)+lsin5z-a=0 (16.8.8) 


根据 相同 理由 ,为 了 消除 非 周期 解 ， 必 须要 求 
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g8,=0, f, = ticos4g (16.8.9) 
于 是 (16.8.8) 式 成 为 
h; +h, +Žsin 20 cos(3z -0) +g cos2osin(8z— o) +g sin(5z -0)=0 
它 的 特 解 可 写 为 
h, -ifsa 20 cos(3z — 0) + cos20 sin(3z — o) Jsincse—0)) (16.8.10) 


按 这 样 的 步骤 继续 作 下 去 ,可 以 求 出 高 阶 量 思 , gus f.i ho 8o 有;… 这 里 不 再 重复 。 
将 求 得 的 结果 代入 (16.8.2) 式 便 可 得 到 


a=l-acos20+ 349 ( 1 Leonie] 


-1- qcos290 - H?’ +qS, (16.8.11) 
L7 —Lasin20 + a q sin20— 5 q*sindg e 
- jd Csin26 +C) (16.8.12) 
式 中 
1 1 2 1 ,í 14 
$, =—--q+—q cos20- ——q | ——+SScos4c |+ 16.8.13; 
st 这? 3 ) C ) 
C, - 2-4! sin20 - 2 g^ sinda +--- (16.8.14) 
37644 5124 ys 


容易 看 出 ，a 2 o RUB ER 322, u» o BJ SEC dI T ele 为 互相 独立 的 
(AtF0)， 故 能 够 求 出 马 蒂 厄 方程 的 第 二 独立 解 


y, =e G(z,—o) 
4 = 0 BF, (16.6.1) 的 一 般 解 可 写 为 


y= Ae" G(z,0) + Be “G(z,-0) (16.8.15) 
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从 这 个 结果 可 知 ,， 当 人 为 虚数 时 ,由 于 Geto) 是 周期 函数 ， 故 对 应 于 这 样 的 解 
是 稳定 的 。 

Tu u^ >0, 则 当 z — co 时 ，(16.8.16) 式 将 发 散 ， 这 样 的 解 将 是 不 稳定 的 ， 故 
判别 马 蒂 厄 方程 解 是 否 稳定 的 判 据 是 u^ 的 符号 ,如 果 A2 <0， 则 解 是 稳定 的 ， 
A2 >0,， 则 解 不 稳定 ，Hp2 = 0 是 稳定 区 与 不 稳定 区 的 界面 。 

从 (16.8.11) 式 和 (16.8.12) 式 , 保留 到 gq? 项 可 得 


a=1-qcos2o - 4^ -ie 
p= Dasin2g + 0°) 
消去 o 之 后 可 得 
d-a} -20-o[ maie ea =-2 


显然 ,上 式 左 端 第 一 项 是 q? 阶 的 , ET u^ B 42 阶 的 , 故 第 二 项 是 O(q?)。 当 |g| 很 
小 时 , 它 是 高 阶 小 ， 故 上 式 成 为 


l-a} +4/ = q° 
解 得 
1 
iP [e - 0-2] (16.8.16) 
合并 (16.8.1) 式 , (16.8.2) 式 和 (16.8.16) 式 , 并 在 G(z,o) 中 只 取 第 一 项 , 便 可 得 到 


(16.5.13) 式 和 (16.5.14) 式 。 现 在 我 们 利用 (16.8.16) 式 来 判别 图 16.10 中 的 稳定 区 与 
非 稳定 区 。 为 了 简明 起 见 , 我 们 取 |g| 很 小 , 并 作出 9 很 小 的 放大 图 (图 16.11) 使 得 


(16.8.16) 式 可 以 应 用 。 显 然 ，42 > 0 时 ,有 


全 >h=-d (16.8.17) 


由 此 可 见 , 在 图 16.11 中 通过 a =1 的 两 条 直线 所 夹 的 阴影 区 内 , 等 式 (16.8.17) 成 立 ， 
其 中 jw? »0, 是 非 稳定 区 。 而 


ld - li-4 (16.8.18) 
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是 稳定 区 与 非 稳定 区 的 边界 。 注 意 ， (16.8.18) 式 的 两 个 边界 分 别 是 -和 ea, 的 
线 , 故 在 4 不 太 小 时 ,它们 仍 是 稳定 区 与 不 稳定 区 的 界面 。 上 面 只 是 根据 (16.8.2) 
式 ，a=1+ 中 (CO)+… 的 情形 , XET a=m' e gf (0), m=2,3,4,…, 其 图 形 是 不 难 
作出 的 , 参照 (16.6.15) 式 、(16.6.17) 式 , 并 对 比 (16.8.18) 式 可 知 ,后 者 所 表示 的 界面 
方程 恰好 是 前 者 的 两 个 等 式 忽略 q? 以 上 项 的 结果 。 由 此 可 见 , 对 于 m=2 的 图 形 可 
以 由 (16.6.20) 式 和 (16.6.22) 式 忽略 O(q*) 以 上 的 项 求 得 , 在 图 16.10 rh, 这 两 条 曲 
线 a. 中 和 a, 中 在 a=4 处 相 切 。 另 外 ， 由 (16.6.24) 式 可 以 作 a. 中 的 图 形 , 它 与 g UH 
切 。 关 于 这 些 地 方 的 稳定 区 和 非 稳 定 区 的 确定 的 方法 , 可 以 从 相应 的 2 的 方程 来 
判别 , 因 计算 过 程 相似 , 这 里 不 作 效 述 。 
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在 前 几 章 我 们 详细 讨论 了 流体 中 的 非 线性 声学 ,下 面 将 研究 介质 为 固体 时 的 
情形 。 在 线性 声学 中 我 们 早已 知道 ， 当 介质 为 流体 时 ， 描 写 介质 的 弹性 常数 只 有 一 
个 (如 压缩 系数 ), 而 对 于 各 向 同性 的 固体 , 线性 弹性 系数 却 有 两 个 。 但 在 非 线性 声 
学 中 , 对 流体 而 言 ， 描写 介质 的 二 阶 非 线 性 参数 也 只 有 一 个 , BD B/A， 而 对 于 固体 
介质 , 非 线性 弹性 常数 (在 二 级 近似 下 , 称 这 种 非 线 性 弹性 常数 为 三 阶 弹性 常数 ， 
有 的 书 中 表 之 为 TOE, 是 取 英文 third-order elasticity 的 字 头 缩写 ) 却 不 止 一 个 , 最 
少 的 是 各 向 同性 固体 , 有 3 个 独立 的 三 阶 弹性 常数 ,对 于 对 称 度 最 高 的 立方 晶 系 
来 说 , 独立 的 三 阶 常数 有 6 个 , 而 最 一 般 的 固体 有 56 个 TOE, 

下 面 将 可 看 到 ,如 果 将 弹性 能 展 成 应 变 的 多 项 式 , 二 次 方 项 前 面 的 系数 正好 
是 线性 弹性 常数 ,而 应 变 的 三 次 方 项 前 面 的 系数 正 是 非 线 性 弹性 系数 , got 
作 中 将 前 者 称 为 二 阶 弹性 常数 ,后 者 称 为 三 阶 弹 性 常数 。 如 果 讨 论 的 范围 延伸 到 
更 高 阶 的 项 , 则 会 出 现 四 阶 弹性 常数 、 五 阶 弹性 常数 等 ,本 书 只 讨论 到 三 阶 常数 为 
止 , 关于 更 高 阶 的 常数 ， 有 兴趣 的 读者 可 查阅 有 关 文 献 ?。 

研究 各 阶 弹性 常数 是 非常 重要 的 工作 ， 由 于 它们 已 经 与 固体 的 结构 , 如 晶体 的 
晶 格 常数 紧密 联系 起 来 了 。 众 所 周知 ,二 阶 弹性 常数 能 够 从 测量 声波 的 速度 反映 出 
来 ， 波 在 传播 过 程 中 碰 到 弹性 常数 有 变化 的 地 方 , 会 产生 反射 和 折射 ， 人 们 利用 这 
些 参数 进行 无 损 检测 ， 也 就 是 说 ,对 弹性 参数 的 测量 能 够 提供 检测 信息 。 在 流体 中 
我 们 已 经 知道 , 除了 利用 声波 速 (或 者 阻抗 ) 作 为 检测 的 特征 参数 以 外 , 近年 来 还 利 
用 非 线 性 参数 BA 来 作为 新 的 特征 参数 ， 从 而 增加 了 探测 信息 ,于 是 可 以 预期 ， 
利用 三 阶 弹性 常数 这 组 特征 参数 , 将 对 固体 结构 ， 晶 格 因而 对 无 损 检测 提供 更 多 
更 有 用 的 信息 , 特别 对 于 金属 的 缺陷 和 位 错 检查 将 会 提供 一 种 有 力 的 工具 。 


17.1 JR Ak 4g ppt 
在 形变 之 前 介质 中 有 一 点 , 它 相 对 于 某 个 参考 系 的 直角 坐标 为 (a,b,c)( 拉 格 朗 


日 坐标 ), 它 周围 的 点 集合 所 占有 的 元 体积 为 dV,, 但 在 形变 以 后 , 这 一 点 的 坐标 成 
Aay), 而 上 述 元 体积 dVy, 中 的 那些 点 的 集合 这 时 占有 新 的 元 体积 dv,， 显 然 有 


(D 参见 : Ghate P B. J Appl Phys 1964 (35),337, 讨论 了 三 斜 晶 系 的 四 阶 弹性 常数 。 
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dV, = dxdydz =|J|dv, - JJ |dadbac (17.1.1) 
式 中 


d x dx 
ða ðb dc 


-|9 9 v 
J= 3a 3b d (17.1.2) 


d d az 
ða ðb dc 


为 雅 可 比 和 矩阵 ，|y| 是 它 的 行列 式 . 如 果 令 形变 前 后 的 介质 密度 分 别 为 p.,p。， 由 于 
质量 守恒 ， 下 述 关系 成 立 : 


p, dV, = p,dV, 
或 者 
£= — (17.1.3) 
显然 上 式 相当 于 流体 力学 中 的 连续 性 方程 的 拉 格 朗 日 形式 。 


下 面 我 们 来 寻求 应 变 的 表达 式 。 设 在 未 形变 的 介质 中 有 一 段 弧 元 ,其 长 度 为 
ds,， 显 然 有 


ds? =da? + db? + dc? 
为 了 表示 简便 起 见 ， 我 们 定义 下 述 矩 阵 符 号 : 


da dx 
[da] =| db |, [dx]=| dy |= J[da] (17.1.4) 
dc dz 
后 一 个 式 子 是 很 显然 的 ， 因 为 
Ox Ox 
dx S da + Zabt ac 


=S daD ap LY 
dy - Zda + db Zde 


1334. 3F#fEPS2E 


dja à 
dc— Y da eap tac 


如 果 写 成 矩阵 形式 ， 即 可 得 到 (17.1.4) 式 中 的 第 二 个 式 子 。 根 据 这 个 关系 我 们 可 以 
表示 弧 元 


ds; = [da] [da] (17.1.5) 
式 中 ，[da] 为 [da] 的 转 置 矩阵 。 同 理 , 在 形变 后 弧 元 的 长 度 平方 变 为 
ds? - [dx] [dx] - [da] J`J [da] (17.1.6) 
如 果 在 形变 前 后 弧 元 的 长 度 不 变 , BD 
ds; = ds; 


则 (17.1.6) 式 中 的 J J = 了 ,7 为 单位 矩阵 。 但 在 一 般 情况 下 ,这 个 关系 并 不 成 立 ， 即 
ds, 关 ds。， 为 了 描写 形变 的 大 小 ,我们 引入 一 个 应 变 和 矩阵 有 ， 以 使 得 


JJ =T+27 7.1.7) 
或 者 
2-507-D (17.18) 
为 了 说 明 其 几何 意义 , 将 (17.1.7) 式 和 (17.1.8) 式 代入 到 (17.1.6) 式 , 于 是 有 
ds? =[da] (1+2m[da]=ds? +[da] 27[da] 


或 者 


ds!-ds [dal [da 
2 2 | <= 1749 


由 于 


代入 (17.1.9) 式 , 可 得 
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dds, [da | da. 
d. E3 Js | (17.1.10) 


显然 , 式 中 左 端 为 ds, 的 应 变 ， [Ë] 为 ds。 的 方向 余弦 所 构成 的 3x 1 的 矩阵 (矢量 )， 
Wifi n 是 一 个 3x3 的 应 变 矩 阵 , (17.1.8) 式 是 它 的 定义 式 。 
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设 固体 为 理想 的 ， 即 不 存在 机 械 的 耗 散 过 程 , 用 om) 表示 固体 单位 体积 中 的 
势能 , 于 是 拉 格 朗 日 密度 工 为 


l& . 
L-32 AX - 0p (172.1) 
i 


AF eq) 为 固体 的 弹性 能 ， 刀 是 拉 格 朗 日 坐标 下 的 应 变 矩 阵 ， 而 拉 格 朗 日 方程 可 
用 二 阶 张 量 形 式 表 示 , BD 


dfar\ a| ar 
KA KE ESA = 17.2.2 
sz) i AS š rid 

9a, 


式 中 ，i=12,3,， 将 (17.2.1) 式 代入 (17.2.2) 式 ， 可 得 


a |3 97, | 


$c =0 17.2.3 
P% da, an, ow nd 
da, 


1 | ðx, or 
niaaa] 


ó, 为 克隆 内 克 符 号 ， 即 当 两 个 下 标 相 同时 为 1, 不 同时 为 零 。 上 面 的 几 个 式 子 是 表 


示 以 二 阶 张 量 的 形式 , 如 果 出 现 两 个 相同 的 指标 符号 , 则 对 这 个 指标 从 1 到 3 求 和 ， 
T 为 应 变 和 矩阵 的 1 行列 元 素 ， 由 于 
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(17.2.4) 
将 这 个 式 子 代入 到 (17.2.3) 式 便 有 
.. dT, 
PES a (172.5) 
式 中 
T, = J, 30 (17.2.6) 
97, 
"Xi 
J= P (17.2.7) 


为 矩阵 了 的 第 i 行 ! 列 元 素 。 在 导 得 (17.2.5) 式 时 , 假设 了 
36 26 


9n, Om, 


WREN Mu RERA, 7, = na 。 但 应 当 注意 ,由 于 雅 可 比 矩 阵 J 了 是 不 对 称 的 ， 
故 应 力 Tx #* Ti ,Tn 称 为 工程 应 力 张 量 的 分 量 。 方程 (17.2.5) 是 3 个 运动 方程 。 因 此 ， 


在 计算 3 时 ， 如 果 交换 D 中 芒 ,下 标的 次 序 ， 则 在 它 所 在 的 这 一 项 中 的 其 他 因 
kl 
子 的 下 标 次 序 也 要 交换 。 
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由 于 假设 固体 不 存在 耗 散 ， 故 形变 了 的 介质 中 各 种 力 所 做 的 功 都 转化 为 弹性 
能 。 一 般 说 这 种 弹性 能 不 仅 与 瞬时 应 变 有 关 , 而 且 与 过 去 的 形变 ( 即 历史 ) 有 关 , 其 
至 会 出 现 所 谓 滞后 过 线 效应 , 但 本 书 将 不 考虑 这 类 效应 ， 只 是 假设 弹性 能 (或 者 势 
能 ) 只 与 应 变 有 关 , 即 


6-ó(p (17.3.1) 
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现在 我 们 来 求 @B(7) 的 形式 。 
作 坐 标 旋转 变换 尺 使 得 坐标 矢量 a 变 成 a , HA a= R'a 。 由 (17.1.2) 和 (17.1.8) 
两 式 再 根据 矩阵 变换 的 性 质 可 知 ，77 SERE. Eg = R'nR ,再 代入 (17.3.1) 式 可 
得 
@(m)=%(R`nR) 
假如 在 弹性 体 中 旋转 一 个 任意 角度 之 后 ,其 势能 不 变 ， 即 
D) = 9(K9R) - @(n) (17.3.2) 


则 将 这 种 弹性 体 称 为 各 向 同性 弹性 体 ,我 们 现在 来 求 出 各 向 同性 固体 的 弹性 势能 
表达 式 。 首 先 可 以 看 出 ,势能 瑟 仅 是 应 变 矩 阵 刀 的 函数 ， 一 般 说 来 ， 丸 有 9 个 元 素 ， 
即 它 是 9 个 分 量 的 函数 。 如果 应 变 存在 转 置 对 称 , 那么 7 有 6 个 独立 元 素 , 但 是 一 
个 矩阵 总 可 以 通过 一 系列 的 初等 变换 使 得 它 成 为 对 角 化 矩阵 ， 从 而 使 得 B(mn) 只 
是 3 个 特定 数值 7, m, 7h 的 函数 , 不妨 认为 这 3 MEES ERE n 相对 应 的 特征 方 
程 
In- A12 2-12 « LA-1,20 
的 3 个 根 相对 应 , XS q- A| E58 PE m — AE 的 行列 式 。 而 7- AT 的 旋转 变换 
R'(] - ADR =m — AL, VIRIS 4T UR p — A1| SE | -|, 于 是 有 
Im - Ar|-|R (1- 4D) R|- | ||n - Ar||RI 
由 这 个 式 子 可 知 
kp -An|-22-n24-nA-5n-À3-142LÀ-1I, 


显然 必 有 
=l, i-123 
BALAL SSE ER, 于 是 有 
@(n) > 9,.1.1,) (17.3.3) 


式 中 ,等 满足 特征 方程 


In- Ai|- 2 - 12 +1,4-1, (17.3.4) 
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将 上 式 中 的 行列 式 展开 之 后 , 使 两 边 系 数 相等 , 便 可 得 到 


T, =h +a +h; (17.3.5) 
pem no. mpm m 173.) 
Fh Ms) hs a| Ma Ma 
7: M h 
L= Ta Ta (17.3.7) 
Ta Ts Ta 


在 矩阵 论 中 ， 石 称 为 了 的 迹 ， 它 是 对 角 元 素 之 和 ，72 为 应 变 矩 阵 对 角 元 素 的 余子 
X, 1 就 是 7 KITIR. 


现在 来 构造 弹性 体 的 势能 函数 。 首先， 当 应 变 为 无 限 小 时 ,势能 函数 必须 退化 
为 线性 弹性 力学 的 形式 。 从 (17.3.5) 式 ~(17.3.7) 式 可 知 ， 为 7 的 一 次 函数 ，1, 是 


它们 的 二 次 函数 型 ，1 是 三 次 型 ,因此 当 ;为 无 限 小 时 ，1; 分 别 为 第 i BUR. J 
(17.3.3) 式 可 知 , 位 能 仅 是 ,1, 和 7 的 函数 ， 故 可 以 将 它 展 成 1; 的 多 项 式 。 众 所 周 
An, 线性 弹性 力学 是 将 位 能 展开 到 应 变 的 二 次 型 函数 ， 本 节 将 它 展开 到 三 次 型 ， 
如 果 不 计 常 数 项 , RUE 写成 


$-4 +@,+@, (17.3.8) 
式 中 ，5, 为 应 变 分 量 的 i 次 型 即 B ~ 1 或 者 
@,=al, (17.3.9) 


而 ,是 二 次 型 ， 因此 它 可 写成 及 和 了 的 线性 组 合 ， 
@, = Bi? + yl, (17.3.10a) 
下 面 将 证 明 


@,= 


eum 1? -2ul, (17.3.10) 


xv, Au 为 拉 密 常数 ,现在 来 导出 这 个 结果 。 
由 (17.2.6) 式 可 知 ,应 力矩 阵 了 可 表示 为 


r=J|2] (17.3.11) 
ən 
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式 中 ， EJ 是 @ X1 n BJP BEBE, JGESOTUSOEUILT D n HOST TO n; 


求 导 时 ， 认 为 每 一 个 力 都 彼此 独立 ， 也 就 是 说 尽管 力 = 九 ， 但 在 求 导 时 却 视 为 两 
个 不 同 的 变量 , 即 

2n, - 

n TAA 
值得 注意 的 是 , WRES HAER n, =0,， 则 更 对 它 的 导数 为 零 , 故 在 计算 具体 
问题 时 ,应 先 给 出 的 表达 式 , 然后 再 求 它 的 各 个 导数 ， 否则 会 出 差错 。 这 表明 
17.2 节 中 的 算法 有 待 完善 。 按 照 这 样 的 规定 容易 算得 


BE (17.3.12) 
2 
A 
ER|-21nr- 17.3.13 
Ë d-n ( ) 
和 
EI (17.3.14) 
2 


上 式 左 端 用 方 括号 表示 的 量 为 其 中 相应 量 的 矩阵 ， 这 与 172 节 的 符号 一 致 ， 而 
con AHERE n AREARE, MEHTRE RAA, 例如 


(COM) = Thafls =h 
余 类 推 。(17.3.12)~(17.3.14) 诸 结果 容易 证 明 , 我 们 只 证 明 (17.3.14) 式 ， 其余 两 式 留 
给 读者 证 明 。 
根据 矩阵 的 导数 定义 有 


3, | 9, A, d, (17.3.15) 
ən 
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但 由 (17.3.7) 式 可 知 ，1; 是 7 的 行列 式 , 将 它 代 入 (17.3.15) 式 即 可 得 到 


aL 
E (com), (17.3.16) 


即 为 (17.3.14) 式 。 
将 (17.3.12) 式 代入 (17.3.9) 式 得 到 


98 |. anl. 
EJ 4 ] al (17.3.17) 


MRED, 写成 五 = BI? + yL, RP a, B,y 58, 于 是 
AR 20, aJe KAIA 
ən] (ən Jlən] (ər ]| 37 
-2B1I * y(11 7) (17.3.18) 
-QB*y) -m 


将 这 些 结果 代入 (17.3.11) 式 , 由 于 x=atu,y=b+v,z=c+t+w, 这 里 uv 和 w 


为 3 个 位 移 分 量 。 若 形变 为 无 限 小 , 则 线性 弹性 力学 范围 要 求 位 能 精确 到 二 阶 项 ， 
即 先 在 (17.3.8) 式 中 忽略 这 一 项 。 另 外 , 矩阵 了 可 以 分 解 成 


J=I+U 


U, u, Ue 
U =| v, v, Ve 
WW, We 


wv 及 w 为 3 个 方向 的 位 移 。 故 应 力矩 阵 可 表示 为 (不 计 及 弹性 能 的 常数 项 ) 
a a 22. 99, 
r1) [5] x] (17.3.19) 
={a+(2B+ DLN} «(a (28+ UI -m 


根据 线性 弹性 力学 理论 ， 胡 克 定律 可 写 为 
T, = ALÓ, + 2u; (17.3.20) 


对 比 (17.3.19) 式 和 (17.3.20) 式 ， 可 知 
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a=0 


将 这 个 结果 代入 到 (17.3.19) 式 ， 它 右 端的 第 二 项 是 非 线性 项 , 在 线性 范围 内 
可 以 忽略 , 再 根据 (17.3.19) 式 和 (17.3.20) 式 得 到 


a=0, 28*y-À, y=-24 (173.21) 


将 这 些 结果 代入 到 5, 的 表示 式 中 便 得 到 (17.3.10b) 式 。 下 面 来 找 出 5 的 表示 式 。 
为 吕 应 是 应 变 分 量 的 三 次 型 ， 故 它 必 然 是 玉 , 了 1, 以 及 1 的 线性 组 合 , BD 


9, = gl +h + fl, 


默 纳 汉 (Murnaghan) 引 入 3 个 三 阶 弹性 常数 1,m 和 nn 代替 o, hf f, Ae, s 
成 如 下 形式 ， BU 


$,- E *2m)I; -2ml, 1, + nl, (17.3.22) 
将 多 及 1 的 表示 式 代 入 (17.3.8) 式 便 得 到 弹性 位 能 5 与 应 变 分 量 的 关系 式 : 


1 
$= (4+2g)Gh tin th) = 24 Iss, = halla 
+T — oi +a Tha 
1 
t3 +2mm +a +) 


= 2m], + Tha Th 1T — T137132 + Msh 
= hahi + hila 7 hah) +A Toss ~h 
= hha + Thiləfl hls hiha) (17.3.23) 


所 以 在 这 种 表象 中 , 各 向 同性 的 弹性 体 有 2 AMERA, uA 3 个 三 阶 弹性 
常数 l,m 和 nn, 后 3 个 常数 只 包含 在 $ H, 即 包含 在 弹性 能 应 变 的 三 次 型 表达 式 
"P, 这 就 是 三 阶 常数 的 由 来 。 对 于 二 阶 常数 定义 是 统一 的 , 而 三 阶 常数 却 不 统一 ， 
我 们 上 面 给 出 的 属于 默 纳 汉 形式 , 还 有 其 他 各 式 各 样 的 形式 , 但 大 家 比较 倾向 于 
布 鲁 格 (Brugger) 形 式 , 他 从 热力 学 方法 出 发 对 各 向 同性 体 引入 6 个 三 阶 常数 
Ca COUR. 3 个 是 独立 的 ) 但 由 于 历史 原因 , 本 书 袭 用 了 默 纳 汉 形 式 ,下 面 给 出 他 们 
之 间 的 转换 关系 。 
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布 鲁 格 默 纳 汉 
Cin =G, +6Cl +8C,, 21+4m 
Cin 7 Ca * 2€, 21 
Cs 21-2m*n (17.3.24) 
Ca m-n[2 
C = Cisa + 2Csse m 
Cis n[4 


关于 弹性 能 的 热力 学 定义 将 在 以 后 略 加 讨论 。 


17.4 各 向 同性 弹性 固体 中 的 非 线 性 波 王 ” 


在 线性 弹性 力学 中 我 们 已 经 知道 , 各 向 同性 体 的 一 维 波动 方程 可 表示 为 
nw 
Cha? a 

RP, C 为 波 速 ， 对 于 纵波 和 横 波 来 说 ,它们 分 别 为 


C=C,= fru (174.2) 
0 


c=c,= |£ (17.4.3) 
Po 

当 介质 的 应 变 为 有 限 大 小 时 ,波动 方程 不 能 用 (17.4.1) 式 来 描写 ， 而 要 从 (17.2.5) 式 
导出 , 可 以 看 出 , 在 一 般 情况 下 ,这 组 波动 方程 非常 元 长 ,在 这 里 我 们 先 不 作 这 样 
的 讨论 , 而 是 讨论 一 种 简单 的 情况 ， 即 平面 波 情况 ， 且 限制 其 传播 方向 为 坐标 轴 a 

的 方向 , 至 于 更 一 般 情况 下 的 波动 方程 组 ,留待 以 后 来 推导 。 

设 3 个 位 移 分量 可 分 别 表示 为 

u=u(a,t), v=v(a,t), w=wa,t) (17.4.4) 


于 是 可 以 求 出 雅 可 比 矩 阵 


(17.4.D 


和 
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应 变 分 量 为 
Mhi =u, E +v? +w?) 
eg els, 
Tha = Tha 2" 


1 
ña = =S w 
Ths =a =Ma = nə = 0 
因而 有 


1,70. D T ha +h) 1, =0 
1 
p -30 20v +2J(mon +h) 


1 
fr 2mm, +2m (mobi +M) 


30 , 36 ag dð 
T, =J,——=J,——+J,——+J,— 
^ “Ən “Ən om À da 


将 前 面 的 结果 代入 TT, 的 表达 式 , 仅 保留 到 二 阶 项 可 得 


(17.4.5) 


T, = (A+2/)u, +2 + 22 «$0102 +w) 


+(1+2m)u? M +w) 
T. = uv, + HU, V, + mu,v, 
T. = HW, + Iv, w, +mu,w, 
T, = v, + (À +2/D)u,v, + mu,v, 


T, = uw, + (A 2/)u,w, + mu,w, 
T, = vw, 
T, = uw; 


将 这 些 关 系 代入 (17.2.5) 式 就 可 以 得 到 波动 方程 组 : 
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du du 
o L TRA 32 
ðv dv 3w dw (174.6) 
rm da da? * da da? n 
" 
D»- xri ram E) 0747) 
Dw 人] Uri 


Rp, 口 ?为 达 朗 贝尔 算 符 , 即 


当 其 下 标 为 1 时 ，C = Ci， 下 标 为 上 + 时 ，C =C,。 如 果 形 变 为 无 限 小 时 , 波动 方程 组 
的 右 端 为 二 阶 小 量 ,它们 分 别 退 化 到 纵波 和 横 波 的 齐 次 波动 方程 (17.4.1)。(17.4.6) 
式 ~(17.4.8) 式 表明 ,一 列 频 率 为 @ 的 纵波 或 者 横 波 在 无 限 介质 中 会 产生 频率 为 
2w 的 纵波 , 但 不 能 产生 频率 为 2w 的 模 波 , 仅 当 介质 中 既 有 频率 为 w 纵 波 , 又 有 
横 波 时 ， 才 有 可 能 产生 频率 为 2w 的 横 波 。 

如 果 介质 中 只 有 纵波 , 于 是 有 


u=u(a,), v=w=0 (17.4.9) 
代入 (17.4.6) 式 , 得 到 
Di puu (17.4.10) 
式 中 
Bm (17.4.11) 
用 逐步 近似 求解 , < 
=u +u (17.4.12) 


Wu) >>u, Hu 代入 到 (17.4.10) 式 ,得 到 
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D? =0 (17.4.13) 


du” oiu du” Pu” Dr ouo 
Ou? = 
m 2 9a à j| Qa 3d! ' da da? 


x Pu” du” A du” ou? (174.14) 
ða? da ða ða’ 
基 波 方程 (17.4.13) 的 解 为 
© = Asin(ka — OD) (17.4.15) 


将 它 代入 到 (17.4.14) 式 的 右 端 ， 便 得 到 一 个 非 齐 次 波动 方程 , 应 用 变动 参数 法 求 
解 它 , 容易 得 到 : 
BA? 


ud (a,t) =-——acos2(ka — Ot) (17.4.16) 
最 后 两 个 式 子 相 加 ， 即 得 到 (17.4.10) 式 的 逐步 近似 解 ， 值 得 注意 的 是 wu ~ a, CR 
明 沿 传播 方向 上 有 积累 效应 , 对比 在 流体 中 冲击 波形 成 的 概念 , 将 (17.4.10) 式 与 
流体 中 的 波 方程 
PE__G ick) 
a oup 
对 比 ,可 以 求 得 在 各 向 同性 的 固体 中 冲击 波形 成 距离 


_20 
Box, 


(17.4.17) 


p 


式 中 ， 内 = T ib a 方向 的 质点 速度 振幅 ，C 为 纵波 波 速 ，B 为 负 值 ， 故 


(17.4.17) 式 有 负 号 。 上 面 我 们 讨论 的 是 纵波 的 非 线性 相互 作用 产生 的 倍 频 纵波 ,下 
面 我 们 来 研究 横 波 产生 倍 频 纵 波 ,， 即 设 


v=v(a,t), u=w=0 (17.4.18) 
将 它 代 入 (17.4.6) 式 , 得 到 


n S t B Sr S (17.4.19) 


式 中 
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而 (17.4.7) 式 成 为 


首先 求解 (17.4.21) 式 , 设 在 a=0 处 , 质点 的 位 移 分 别 为 


u=w=0, w(0,)-A[l-cosot] 


则 (17.4.21) 式 的 解 可 表示 为 


v(a,t) = 中 -ee-2 


将 这 个 式 子 代入 到 (17.4.19) 式 的 右 端 ， 则 方程 成 为 
19 u Bsn |or-gol 


Cho? da 203 


g 


这 个 非 齐 次 方程 的 特 解 为 
manD=- B9 i dt 
uP (a,t)= 80CCTGJS ot c^ 
而 (17.4.23) 式 的 齐 次 解 可 表示 为 


1 


u^ = Ksin| t-a |+ K,cos| 9t a 
G, C 
+ K,sin2| wt- az + K,cos2 wt- a 
G G 


显然 , 全 部 解 为 &= w2) +u, 根据 条 件 
u(0,t) - 0 


于 是 有 


(17.4.20) 


(17.4.21) 


(17.4.22) 


(17.4.23) 


(17.4.24) 


(17.4.25) 
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poA? 


hohe ne K= a-e 


故 有 


__ Bo^ ¿ Loi 
“@D= aC ea GG 


Xcos|20t -wa d 
€, €, 


从 这 些 结果 可 知 ， 如 果 测 得 两 个 波 速 ,可 以 得 到 4 和 人 ;再 通过 对 二 阶 谱 波 的 
测量 ,可 以 进一步 测 出 两 个 三 阶 弹性 常数 ， 如 1 和 m ,但 第 三 个 常数 n 尚 不 能 测 得 ， 
因此 寻求 其 他 方法 来 测量 三 阶 常数 是 非常 必要 的 。 


(17.4.26) 


17.5 ”附加 静 压 力 或 者 常 应 力 的 各 向 同性 弹性 体 中 波 的 传播 9 


从 17.4 的 结果 看 出 , 仅 由 单方 向 (一 维 ) 的 纵波 或 者 横 波 来 激励 纵波 二 阶 谐 波 
的 方法 , 还 不 能 测 出 3 个 三 阶 弹 性 常数 的 全 部 ， 因 为 在 (17.4.16) 式 及 (17.4.26) 式 中 ， 
只 包含 1 和 m 两 个 三 阶 常数 , 靠 这 两 个 式 子 是 测 不 出 nn 来 的 , 为 了 测量 全 部 三 阶 
常数 ， 休 斯 (Hughes) 和 饥 利 (Kelly) 久 从 理论 上 研究 了 几 个 有 用 的 实际 情况 , 其 理论 
的 实质 是 用 有 限 形 变 的 弹性 理论 方法 来 研究 各 向 同性 固体 中 的 波 速 与 附加 静 压力 
或 单 向 常 应力 的 关系 ,从 而 用 来 测量 固体 的 三 阶 常数 , 在 理论 的 推导 中 应 用 了 下 
述 近似 ;附加 静 压 力 或 单 向 常 应 力 所 产 生 的 体积 相对 变化 值 是 小 量 , 所谓 静 压力 
是 指 在 固体 各 个 方向 上 都 承受 了 这 个 力 ， 它 区 别 于 单方 向 上 的 常 应 力 ， 后 者 是 作 
用 在 一 个 方向 上 。 

在 处 理 这 个 命题 之 前 , 不 妨 回忆 一 下 前 面 几 节 的 讨论 。 在 以 前 我 们 讨论 的 运 
动 是 一 个 坐标 变量 的 函数 ， 即 一 维 问题 ,在 这 样 的 假设 下 ,尽管 所 得 到 的 方程 式 
很 简单 , 但 同时 也 丧失 了 很 多 有 用 的 东西 ， 最 典型 的 是 不 能 求 出 三 阶 常 数 的 全 部 。 
另外 ,由 于 坐标 变量 只 有 一 个 ， 就 不 能 用 这 些 方程 组 来 处 理 一 般 情 况 下 的 边 值 问 
题 (例如 斜 入 射 情况 下 的 反射 ， 折射 问题 ) 由 于 这 些 缘故 , 我 们 将 在 下 面 导 出 三 维 
波动 方程 组 。 

这 里 自 变量 坐标 仍 选 拉 格 朗 日 变量 a, b, c, 质点 位 移 仍 用 u,v,w 表示 , 根据 
力学 定律 , 方程 (17.2.5) 可 以 写成 


348: 3E#FEFS2E 


PECHINO 
^o? ða db ac 
dv OT, 9T, 9T, 


2) 


PECORE (17.5.1) 
At, T, 为 应 力 , 它们 由 (17.2.6) 式 决定 ， 即 

S Em 

Tota ea sa 

Tota ean tas 

ES E E 

ED Sta 

Tota dam 

T Js z ET Esn ú 

Tat arr dea ede ar 

Ta = J, E a (17.5.2) 


RF, Ji 为 雅 可 比 矩 阵 的 元 素 ,其 定义 式 为 (17.1.2) 式 ，71 为 应 变 矩 阵 元 素 ,由 


(17.1.8) 式 给 定 ，@ 为 弹性 位 能 ,对 各 向 同性 固体 而 言 , 它 可 用 (17.3.23) 式 表示 ， 由 
T x=a+u,y=b+v, ,z=c+w, 由 (17.1.2) 式 可 以 求 出 Jp， 例如 


29x .,9u _ 9x Qu — 9x _ 9u 
hta taa n a w e o 
WN yw, ay w i 
Ju-35734 Jaya lt Jas de (17.5.3) 
KEW EO Wwe 
titu 3e] I7 35 3p TS oz 3x 
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为 表示 简便 起 见 ， 下 面 将 u。 arw, 依次 类 推 .由 (17.1.8) 式 , 可 以 求 出 应 变 分 量 
的 具体 表达 式 并 列 之 如 下 : 

hi =u, +i +w +w) 

Tha =v, +z +w +w) 

Tha = w, E +w +w) 

(17.5.4) 


1 
a ls = na, v o) +w) 


1 
ñi =m = [wv e o) n] 


1 
Th = ls 一 [ww +u,(+u,)+v,(1+v,)] 


将 弹性 位 能 表达 式 (17.3.23) 代 入 (17.5.2) 式 (假设 所 有 77; 皆 不 为 零 ), 应 用 (17.5.3) 式 
和 (17.5.4) 式 , 再 将 结果 代入 (17.5.1) 式 , 最 终 求 出 3 个 位 移 分 量 所 满足 的 波 方程 组 : 


LR CT EA +u Vv] 
9 9 
(uv ev) Ru V. 
*3b (u, »tx (u, V «v)) 
9 ay (xý 
slae- -(2) 
+u +u? +u,v, +U, W, —2u, (v, + w, ) ] 
9 
+L Y, +V,V, + W,W, FU V, +u,V, +u;w, —2u,w, ] 
+ +u, E WW, +V,V, + UW, +u,w, +u] 
+((+2m)-9_ (Ç vy 
ða 
9 
en[2 2e, eov v-2] 


9 
+l" +v,)V +v] 
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«dos tuve] 
ns -(v* wy] 
M (17.5.5) 


Hl, uL Xv,  w,) — 2w, (u, + v,)] 


«o, +u,)(w, + v,) - 2v (w, + “中 


9 1 
pu = (A+ 200135[Y "v z 0» +v,V ev] 
«Buy + »} 


2 wy (ovy 
saf Zian, +uw-(2) -(&) 


+v? +v? +v W, + v,u, - 2v, Qv +u,)] 


tx +W, + W,W, UU, + v,W, + v,W, + vvu, — VU , 
9 
tu +Vv, + uyu, + W,W, + v,u, + Vu, +V. W, — 2v,w,] 
++ (Vev? 
alia su v- 2H] 2o, *w)V.v] 
[u exer] 
n 
+ 一 HIE w, — (w, *uy] 
* [s +v,)(w, +u,)— 2u,(v, + w,)] (17.5.6) 


9 
+ l EV Xu, +w,) - 2w, (u, + 2 
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Dy 7 (A 24) àv m ley *wV.v] 
ðc 2 


9 ð 
EE v} 


2 oY (oy 
* ud —[-2(u, +w)-| 一 | -| 一 
u[2t (rw) (z) (z) 
+w +w + w,u, + w,v, — 2w, (u, +v,) ] 
ta” +u, FU, VV, + W,u, + W,U, + wov, — 2w,v, ] 
9 
+l +w, +V Y, +u, + Wv, + W,v, +W, —2wu, | 
9 2 
*( 2m) —(V ev) 
p 


ent? t2, +v,)V ev -2H] 


TM v.v] 


FA 
+Š [0 ex) v] 
Hos, —(u, ev] 
+G, +w,)(u, + v,) - 2v,(w, +u,)] 
da 
9 
uc *w,)G, +u) — 2u, (v, e) 
式 中 
H =u,w, + v,W, +u,v, 


1 
-zl +u) t, Rv, +(v, + wy] 


上 述 3 个 波 方程 其 实 可 以 按 顺 序 递 推出 来 ， ME ARTER: 


UV w °° t,—v,— w, *** UV w° 
lI l | EELO AZ 


+a —b—c—a—b—c—a—b—c—a—b—c-- + 


[d 1 77 ZZZ 


UV WU h — WU VW 


(17.5.7) 


(17.5.8) 


(17.5.9) 
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其 中 除了 非 递 推 量 H, V.y 和 Vy 以 外 ,其 他 量 均 要 递 推 如 (17.5.5) 式 第 一 行 的 
第 一 个 递 推 量 为 x。， 到 (17.5.6) 式 和 (17.5.7) 式 中 的 第 一 个 递 推 量 分 别 为 vy, 和 w.， 
类 似 地 有 ws >v, >W: Ue v, >W 等。 这 里 Vv 是 一 个 符号 , 其 定义 为 


; [ap æ ,ov wY (wY (wY 
(Vy) -| retra -(&) «(à (2) (17.5.10) 


在 格林 (Green) 的 书 中 四， 相应 于 本 书 (17.5.8) 式 中 有 印刷 错误 (相应 于 (17.5.5) 式 方 
括号 中 最 后 一 个 平方 项 中 的 v。， 它 对 应 于 式 (17.5.5) 中 的 2H 项 对 a 微分 一 次 之 后 
就 成 为 wwe ， 而 格林 的 书 中 的 (240) 式 误 印 为 we, 尽管 这 是 排 印 错误 ,但 对 于 这 样 
麻烦 的 式 子 ， 人 们 几乎 没有 勇气 去 进行 检查 和 验算 。 有 了 这 些 准备 工作 之 后 , 我 们 
可 以 介绍 休 斯 和 凯利 的 工作 )。 

在 下 面 几 种 情况 下 , 波 传播 都 是 沿 着 a 的 方向 。 


1. 静 压 力 负载 情况 下 的 纵波 传播 
设 在 固体 上 加 了 个 静 压力 P, 它 在 固体 中 产生 法 应 力 而 不 产生 切 应 力 , 即 
T,--P,T,-0, i# j 


假设 它 产生 的 位 移 分 量 分 别 与 相应 的 拉 格 朗 日 坐标 成 正比 , BD 


&U= Ca v=Qb, w=@c 


利用 应 力 方程 (17.2.6) 可 得 
-P - (A*2u)a + A22 
或 者 
P 
= (17.5.11) 


容易 证 明 ，3C 是 静 压 力作 用 下 引起 的 位 移 的 散 度 , 即 体积 的 相对 变化 , 根据 熟知 
的 体积 压缩 模 量 4+ 了 4 的 定义 , (17.5.11) 式 正 是 胡 克 定律 的 表示 式 。 
如 果 固 体 加 了 静 压 负载 之 后 还 有 纵波 传播 , 则 3 个 位 移 分 量 成 为 


u = Qa + Aele-0+a)ka) 
v-ab (17.5.12) 
w-ac 
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式 中 ,如 为 纵波 波 数 。 考虑 到 这 个 式 子 , (17.5.5) 式 ~(17.5.8) 式 只 剩 下 第 一 个 方程 , 即 
Pa = org, + DO 2U) 20 2m) 

(A 2D Uu, + wu.) (17.5.13) 

其 他 关于 ww 的 方程 消失 。 将 (17.5.12) 式 代入 (17.5.13) 式 ， 只 取 到 ax 的 线性 项 ， 即 


认为 静 讨 力 所 产 生 的 相对 体积 变化 为 一 阶 小 量 ， 从 而 忽略 其 平方 项 和 更 高 阶 项 ， 
定义 频率 为 @ 的 纵波 速 为 


w 
C, "X (17.5.14) 
i 


CE (74+104+6L+4m) (17.5.15) 


本 P 
p, GÀ * 2u) 


RPC, 为 P=0 时 的 纵波 波 速 , 它 由 (17.4.2) 式 给 定 。 在 本 节 中 , 用 下 述 符号 来 表示 
加 了 负载 之 后 的 声速 Cw 它 的 第 一 个 下 标 u 表示 传播 的 波 的 性 质 ,如果 是 u =, RU 
传播 的 波 是 纵波 ,如 果 是 u=r, 则 是 横 波 。 第 二 个 下 标 y 表示 预 加 负载 力 的 情况 : 

如 果 施 加 的 是 各 向 同性 的 静 压 力 , 则 用 下 标 v=p 表示 , 如 果 施 加 的 是 单方 向 的 压 
应 力 , 则 所 沿 的 方向 v 分 别 用 a,b,c 作为 下 标 来 阐明 。 根据 (17.5.15) 式 ,如果 改变 P 
测 出 相应 的 CG,， 那么 Cu - P 图 上 直线 的 斜率 中 包含 了 部 分 二 阶 和 三 阶 弹性 常数 


的 信息 。 
2. 在 小 振幅 波 传播 的 方向 上 加 一 个 单 向 压力 a 方向 传播 纵波 的 情形 
在 小 振幅 波 传播 的 方向 上 加 一 个 单 向 压力 , 则 应 力 使 
T, 2-T, Ta 2T, =T, 7T, 77, 20 
它 引起 的 位 移 为 
u-Qa, v=0b, w=@c 
上 式 表明 ，a 方 向 受 压 使 得 b,c 方向 上 促 长 ; 这 是 由 泊 松 效应 引起 的 ， 由 此 可 得 


A+u 


-QQ 17.5.16; 
WE Ie 
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4 


= —T 5. 
PIEST (17.5.17) 


W = 


在 a 方向 上 除了 有 .上述 的 压力 作用 以 外 ,还 同时 有 纵波 传播 ， 于 是 3 个 位 移 分 
量 成 为 


v=ab 


u=Qa+ Aet tme 
(17.5.18) 


w-ac 
类 似 于 前 面 的 近似 ,只 取 %，C 的 一 阶 项 ,容易 得 到 压 应 力作 用 下 的 波 速 


T 


C = C -— a 
” “ DG4+20) 


ks +4m)+ uc] (17.5.19) 


3. 静 压 力 负载 下 横 波 传播 


静 压 力 负 载 下 横 波 传播 满足 
u=aa 
V = ab Aelle-0+ayka) (17.5.20) 
w-ac 
根据 类 似 的 方法 求 出 
= Ep 
771-20) 


AF, k = 01 C,. C, 为 负载 为 零 时 的 横 波 波 速 。 将 这 结 结果 代入 波 方程 组 , 仍 取 到 
a 的 一 次 项 ,容易 得 到 相应 于 压力 负载 下 的 波 速 


C2 = C2 


F 1 
————— —— | 3A * 64 43m - — 17.5.21 
s m TET DIE 7) 0525 


4.5 方 向 上 加 压 应 力 党 a 方向 传播 纵波 
b 方 向 上 加 压 应 力 沿 a 方向 传播 纵波 满足 
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u-aa* Aetra Jka) 
v-ab 


w-ac 


T 


Ci =C -—— 
” 7 AGA* 24) 


[u- meae] 
u 


5.b 方 向 上 加 压力 a 方向 上 传播 横 波 
4b 方向 上 加 压力 沿 a 方向 上 传 的 横 波 满足 


u -0 
v= ab 4 Aei?- 09e | 
w=ac 
相应 的 波 速 为 
2... T. An 
C, -C, zaras rasan] 
6.c 方 向 上 加 压力 a 方 向 传播 横 波 
c 方向 上 加 压力 a 方向 传播 横 波 满足 
u -0 
v-ab 
w= Qc + Ae el 
波 速 为 
2205 T _4+A _ 
us pon 2u ^ 2 


7. a 方向 上 加 压力 a 方向 传播 横 波 
4 方向 上 加 压力 沿 a 方向 传播 横 波 满足 


(17.5.22) 


(17.5.23) 


(17.5.24) 


(17.5.25) 


(17.5.26) 


(17.5.27) 
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u-aca 
v2apb Acl tme (17.5.28) 
w-ac 


相应 的 波 速 为 


c= C 


EL 
一 一 -一 一 | m * — * 4À * 4, 17.5.29) 
aere auct | ; 


利用 加 静 负 载 的 方法 , 体 斯 (Hughes) 和 凯利 (Kelly) 共 设计 了 上 述 9 种 情况 , 用 
来 测量 5 个 弹性 常数 ， 多 余 的 方程 作为 检验 用 , 根据 这 9 种 情况 测 得 的 弹性 常数 的 
数据 参看 他 们 的 文章 。 

以 上 我 们 介绍 了 弹性 能 的 默 纳 汉 表 象 。 在 这 一 表象 中 , 各 向 同性 弹性 介质 中 
的 3 个 三 阶 常数 为 1,m,n。 在 推导 其 表达 式 时 ， 曾 借助 于 不 变量 的 概念 ,而 物理 学 
家 更 习惯 于 从 物理 上 来 讨论 。 到 目前 为 止 , 人 们 倾向 于 布 鲁 格 的 热力 学 定义 的 弹 
性 能 , 为 此 ,下 面 将 扼要 地 加 以 介绍 。 

根据 热力 学 定律 , HARE U BRR SREE n 的 函数 , 将 自由 能 严 写成 温度 
7 与 应 变 的 函数 。 定 义 n 阶 绝热 劲 度 系 数 


eS A A SS 
Ci E E -) (17.5.30) 
UL n rasu S BEC 
T aq DU 17.5.31 
[o E z) (17.5.31) 


应 用 沃 伊 特 (Voigb 符 号 来 简化 下 标 ， 即 令 


11—1, 22232, 33 一 3 23—4, 13—5, 12— 6 


于 是 内 能 的 展开 式 可 表示 为 
XU Gp) = p,U (1, $) 一 mV(0S) 
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1 Ios 
=> Gn, 二 CT 人 +e (17.5.32) 


式 中 ，7 294: 9889381, 的 简写 。(17.5.32) 式 还 可 写成 更 明确 的 形式 , 即 


1 š 1 : 
AUG) = ÈC +> cnm +È 
了 pri 7 
1 
二 CT + Y, Cum, e (17.533) 
jek jékem 


对 于 理想 弹性 介质 ,应 力 做 功 完全 转化 为 弹性 能 ， 这 时 ，poU(m) 即 为 前 面 讨论 过 
ff] (rp), 而 本 节 的 三 阶 弹性 常数 与 默 纳 汉 的 三 阶 常数 之 间 的 关系 见 (17.3.24) 式 。 


17.6 固体 中 有 限 振幅 波 的 二 阶 势 方程 外 


在 线性 弹性 波 理论 中 ， 人 们 曾 引 入 了 矢量 势 和 标量 势 来 表示 固体 中 的 位 移 ， 
结果 表明 , 这 两 个 势 都 满足 齐 次 波动 方程 , 在 此 之 前 ， 当 然 地 要 求 这 些 势 函数 满 
足 一 定 的 条 件 , 通常 称 之 为 规范 条 件 .但 当 固 体 中 的 波 是 有 限 振幅 的 情况 下 , 势 函 
数 满足 什么 方程 ? 这 是 本 节 要 回答 的 问题 。 

在 前 几 节 中 , 讨论 的 弹性 波 只 是 在 单方 向 (或 者 单一 变量 ) 传 播 的 纯 模 式 (纵波 
或 者 横 波 ) 振 动 ， 这 种 理论 不 能 用 来 处 理 有 界 空间 斜 向 传播 的 波动 问题 ， 故 在 三 维 
空间 引入 势 函数 来 描述 波 传播 问题 是 很 必要 的 。 与 以 往 的 传统 一 样 ， 本 节 只 准确 
到 二 级 近似 ， 即 精确 到 二 阶 的 势 函 数 。 

由 (17.5.1) 式 可 知 


#) aa 
-(Z52) T; T Ta 075. 
v 7 


将 应 力 张 量 的 分 量 T 用 线性 成 分 TW 以 及 非 线性 成 分 7'? 之 和 表示 , BU 


T, =T? «T? (17.62) 


在 默 纳 汉 表象 中 ,有 


1358: ” 非 线性 声学 


TP = AV-y+2⁄u, 
T? = uu, + v.) 
T$ = u(w, +u.) 
T$ = (u, +v.) 

Tj = AV*v * 2uv, 
T$ = uv, +w,) 
Tj = (w, +u,) 
T$ = (v, +w) 

TY = AVv +2⁄w, 


T -asaw|ie vy sv] 


2 2 
十 的 -(&) +u; +u? +u,v, 


+u,w, —2u, (v, + w.) F (I+ 2mXV-v 
一 2m[(w +w.)V*v + H] 
een, — (v, tw] 


T) = (A+ 2u)u, VV ulv,v, + w,w, +u,v, 
+u,v, +u W, —2u,w,] + m(u, + v, )V*y 


Mor, uL Xv, +w) - 2w, (u, +v,)] 


TP = (A 2u)u, Vv  u[w,w, + v,v, +u,w, 
+u,w, +u,v, — 2u v,] + m(w, +u, )V*v 


+ Ho +u,)(w, * v.) -2v,(w, + u.)] 


Tf? = (4 2))v, VV + pluu, + w,w, + vu, 


+v,u, + VW, —2v,w, ] - m(u, + v,)V*v 


on +v Xu, + w,) - 2w,(u, +v,)] 


(17.6.3) 
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式 中 


T? = (A+ iav * vvv] 


2 2 
*ul- 9v) (3v +v? +v? + v,W, 
3c 3a + Va +V.W, 


+ vl, — 2v,(w, +u,) 上 (I+ 2mX(V-v 
一 2m[(w. +u,)V*v + H] 
+ Tax, — (w, +u.) 


TB = (A+ 2u)v, VV + u[w,w, +u,u, +v,w, 
+Vv,W, + v,u, — 2v.u,] + m(v, + w,)V*y 


二 Ge v, ov, +u.) - 20, +w) 


T® = (A 2u)w, VV + uuu, + v.v, + wu, 
wu, + w,v, — 2w,v,] + m(w, +u )V*y 


Ato. +w,)(u, + v,) — 2v, (W, +u,)] 


TÈ = (A+ 2u)w, V*V + Hiv. v, + u, + w.v, 
+Ww,V, + w,u, — 2w,u, ] + mC, + w,)V*v 


Du, + wa) 1) - 20,0, +w,)) 
T? = (24+ wie yy xvv] 
TO 
Poa) 3b 
+w? +w + w,u, + w,v, — 2w, (u, + v,) ] 


*(-2mXV-vy 
* 2m[-(u, * v,)V:v - H] 


ena, —(u, +v,)°] 


(17.64) 
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H =u,w, t VW, +u ,v, E +u) (uv) *(v, wy] (765) 


V=iu+jv+kw 


;:0 . 0 9 
Veitia tksS- 


(17.6.6) 
的 :的 
(Vv) (2 * 3b * 3c 
(Vv) =u, +v, + w, 


RP, (ü, j,k ) 为 沿 ob,c 方向 上 的 单位 向 量 ， u=, 余 类 推 。4,4 为 拉 密 常数 ， 


Lm,n 为 三 阶 弹性 常数 的 默 纳 汉 形式 。 以 上 得 到 的 表达 式 已 经 假定 所 有 7 EPA 
零 ， 否 则 要 重新 计算 。 在 线性 弹性 波 理论 中 , 引入 标量 势 p 和 矢量 势 W TETE 
v 可 表示 为 


v=Vé+Vx@ (17.6.7) 
V = QA. VA) (17.6.8) 


将 它们 代入 线性 运动 方程 中 ( 即 在 (17.6.1) 式 中 令 T42 = 0)， 得 到 办 v =1,2,3) 都 
满足 齐 次 波动 方程 。 (RATIO #0 时， 如果 仍 假设 (17.6.7) 式 成 立 , 将 它 代入 (17.6.1) 
式 , 可 以 得 到 Wi 满足 的 3 个 方程 组 


CR2 9°, ]_3 í 9 
z(a ar t (a a ) o" àr 


- (24) (vio) «ui (vg) (17.6.9) 
9 on? 97T2 9075 
eua (V) uS y ys P USE TEC 
a( 29) 3f 92w) o(,9w 
al^ 2 2 (n àP ) 3a" ar 
=(4+2u) ene uS (vw) (17.6.10) 


D oro or? oro 
uin a t ap e 
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af ag) af oa Py, 
zw Sa^ à? ) ab^ ar 
a 
-(c24)9 (ie) a (Vy) (17.6.11) 
b] ər IT? oT? 
-2 (y 3i 32 33 
a M) xot ab t 3x 


在 这 组 式 子 中 , 不 妨 引入 9 DRAR F G -1,2,,9), + 


口 pT =F(a,b,c,t) 
DY- = F,(a,b,c,t) 
o 2 =F,(a,b,c,t) 


Dy, mu =F,(a,b,c,t) 


Dv, i =Fs(a,b,c,t) 


D'y, V =Fs(a,b,c,t) 


Dy, VU - Fa be.) 


Dy, VP = Fi(a,b,c,t) 


Dy, -77 =F,(a,b,c,t) 


1 

l 1#14,7 
2 pines 17.6.12 
F=p}” t ) 


TUR DAR | » 
Trap AMB 


RP, 口 ? 和 口 ? 分 别 为 纵波 和 横 波 的 达 朗 贝尔 算 符 


12 1 9* 
ac ull, m S o 17.6.13 
g C? or š C; or Š ; 
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将 (17.6.12) 式 代入 (17.6.9) 式 ~(17.6.11) 式 , 可 得 


8 F, Ro 
aa db ac 
9E, OR, OR 
Ə ac aa 
ac ða db 


0 


0 


要 想 使 (17.6.12) 式 和 (17.6.14) 式 恒 成 立 , 必 有 


F- F, «T£ - TO = B, 
R-R-TP-TP = B, 
F, -F =T TS = A, 


F,- F, =TËƏ +TŠ = A, 


R -F =P +T = An 
= B, I1 
B,2—À—, A-— 
" A-*2u u^ 
式 中 
=j 
a Au 
TP =T® : 
y i*j 
u 


从 (17.6.14) 式 、(17.6.15) 式 首先 可 以 求 出 


- 1 
ViR=po, Po 


Po 


" A*2u 
_ Fh OA dAn OBS LOB, 


“bac * daüb  daóc ` Əb? 
HD 五 满足 泊 松 方程 , 其 三 维 解 为 


-1 1 19F, E] 
aria E EL 


r ðn 


以 及 


(17.6.14) 


(17.6.15) 


(17.6.16) 


(17.6.17) 


(17.6.18) 
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E-CR*B, É-E-B, (17.6.19) 


RF, r 为 积分 体积 ,5 为 它 的 界面 , 如 果 是 无 界 介质 ， 则 (17.6.18) 式 中 的 面积 分 为 
零 ， 即 假设 在 无 限 远 处 不 存在 “更 电荷 ”。 对 比 (17.6.12) 式 可 知 ,标量 势 有 唯一 的 
定 解 ,但 由 (17.6.12) 式 和 (17.6.14) 式 不 能 进一步 求 向 量 势 的 定 解 条 件 ,其 原因 是 这 两 
个 式 子 中 只 有 8 个 方程 ,而 未 知 函 数 Fi 有 9 个 , 这 是 由 于 (17.6.1) RPA 3 个 待定 
函数 wv,w， 而 (17.6.7) 式 中 却 引 入 了 4 个 未 知 函 数 办 A. Waos Wa, PIE RI AER 
指定 一 个 条 件 以 使 问题 能 够 有 唯一 解答 。 经 过 仔细 推 疝 可 知 , 令 Fs 一 0 最 为 方便 。 
将 这 个 条 件 代入 (17.6.14) 式 和 (17.6.15) 式 , 最 终 可 得 


9 
F,=0, F, = Ay, R=-B ab 
= (%25 23 Fp... 3 
B=] 3e 3a Joe Fox KF -BOdb- A. (17.6.20) 
= (%25 
F= f dc 2 Jess 
YE EG 12,9) 的 表 式 代入 (17.6.12) 式 ,容易 得 到 标量 势 所 满足 的 波动 方程 组 : 


Dg=7? + 去 JI 可 ar 二 和 [oo- 录 ] 


ər DN (17.621) 
_[p a - Fa 19 [1 
[Ca - Ti (Pas 
Ry oro LA*24 9 (Í 1 iZ 1 
口 , = Tç; 人 acl, drta 
xdi L3 cro 1 eroi» (17.6.22) 
s 


x2 (ss, 
ðn\r 


Dk, = T (17.6.23) 


“ 364 ， ” 非 线性 声学 


2 T0 A*2u E] 
Oy, = TŠ +£ fA, db- ir a 


A 
Bul di. 20 mg 
x |a; «di a cr To) 
etia (17.624) 
oni r 


显然 , 这 4 个 方程 的 右 端 至 少 都 是 二 阶 量 , 在 线性 近似 条 件 下 ,， 右 端 都 是 零 ， 
即 一 阶 势 函数 都 满足 齐 次 波动 方程 。 但 在 有 限 振幅 波 的 情况 下 ,它们 的 右 端 ( 源 函 
数 项 ) 不 为 零 , 表明 固体 介质 中 存在 非 线性 波源 ,其 第 一 类 源 函 数 元 2) 及 其 类 似 项 
是 依赖 于 源 所 在 处 的 声场 情况 , 故 称 为 局 部 源 ， 第 二 类 源 函 数 是 关于 体积 分 的 那 
-项 , 它 表 明 这 一 点 的 源 强 度 取决 于 全 空间 的 点 的 贡献 ; 第 三 类 源 是 面积 分 项 , 它 
表明 这 一 点 的 源 强度 还 取决 于 边界 点 (如 果 存 在 的 话 ) 的 贡献 ,后 两 类 源 称 为 非 局 
部 性 的 源 。 当 然 , RRK, ó, W. 满足 的 是 (17.6.21) 式 ~(17.6.24) 式 的 积分 微分 波 
动 方程 组 ,但 可 以 用 迭代 法 求解 。 

对 于 二 维 情况 ， 泊 松 方程 (17.6.17) 的 解 为 


ELE sx [e ( 58-2 (Du (17,625) 


式 中 ,DD Jg — HEC L 为 它 的 边界 线 ,而 

r=[(e-aP+-aP] 
式 中 , (a,b) 为 “ 场 点 ”，(ao,b0) 为 “ 源 点 ”，, 即 在 (17.6.25) 式 中 万 = 到 (a,b,t), 积 分 
对 oo, 名 进行 。 在 (17.6.18) 式 中 r= (ao 一 w+ 地 -名 +(c 一 a)] ,其 中 的 积分 
是 对 (ao bo co) 进 行 。 利 用 波动 方程 组 (17.6.21) 式 ~(17.6.24) 可 以 处 理 有 限 振幅 波 在 
边界 的 反射 和 透射 问题 , 特别 是 在 斜 入 射 的 情况 下 更 为 有 用 ，17.13 节 将 讨论 边 值 
问题 的 解 。 

在 建立 二 阶 势 的 理论 过 程 中 , 尽管 我 们 选取 了 不 同 的 条 件 ,借以 得 到 p v, 
的 二 阶 场 ,这 样 得 到 的 解 也许 会 有 一 定 差异 , 但 容易 证 明 , 由 这 些 量 得 到 的 位 移 
场 、 速 度 场 等 可 测量 的 场 值 是 唯一 的 , 这 与 电磁 场 理论 中 一 样 , 在 引入 矢量 势 和 标 
量 势 的 情况 下 , 在 不 同 的 规范 条 件 下 , 这 些 势 函数 的 表达 形式 有 一 定 的 差异 , 但 
得 到 的 电场 和 磁场 的 表达 式 却 是 唯一 的 。 
正如 17.6 节 中 指出 的 , 用 位 移 表 示 的 波动 方程 在 讨论 边界 问题 时 是 不 方便 的 ， 
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特别 当 入 射 波 是 纵波 或 者 是 横 波 , 而且 是 对 边界 斜 入 射 时 ， 就 非常 不 方便 。 但 用 势 
函数 表示 的 波动 方程 组 来 研究 边界 问题 时 ， 就 不 存在 这 个 麻烦 。 所 谓 纵 波 是 指 位 
移 方向 与 传播 方向 相同 , 在 传播 过 程 中 介质 有 体积 变化 ,或 者 其 位 移 散 度 不 为 堆 
的 那 种 波 , 在 地 震波 中 称 其 为 P 波 , 它 与 本 节 的 标量 势 $ 相 对 应 ; 而 横 波 是 指 位 移 
方向 与 传播 方向 垂直 , 在 传播 过 程 中 介质 无 体积 变化 ,或 者 其 位 移 散 度 为 零 的 那 
一 类 波 , 在 三 维 振动 问题 , 与 传播 相 垂直 的 有 两 个 独立 的 方向 ， 即 横 波 有 两 个 偏 
振 面 ,在 地 震波 中 将 位 移 处 在 传播 平面 内 的 这 种 横 波 称 为 SV 波 ; 而 将 位 移 分 量 垂 
直 于 传播 平面 内 的 另 一 种 横 波 称 SH 波 。 


17.7 各 向 异性 固体 中 的 三 阶 弹性 能 "站 


以 上 几 节 我 们 讨论 了 各 向 同性 固体 介质 中 的 有 限 振幅 波 的 传播 , 在 这 种 介质 
H, 由 于 几何 对 称 性 ， 独 立 的 二 阶 弹性 常数 有 两 个 ,独立 的 三 阶 弹性 常数 有 3 个 。 
但 对 于 大 多 数 固体 介质 来 说 , 情况 并 不 是 如 此 简单 ,因为 它们 是 各 向 异性 的 ， 如 
晶体 或 者 具有 晶 格 结构 的 介质 即 是 如 此 。 根 据 结 晶 学 的 分 类 , 共有 七 大 晶 系 即 三 
斜 、 单 斜 、 正 交 、 四 方 、 三 角 、 六 角 和 立方 晶 系 , 包括 32 个 晶 类 (点 群 ) 而 点 群 
的 生成 元 有 点 对 称 、 轴 对 称 及 面 对 称 的 三 种 操作 , 或 者 由 这 些 操作 组 成 的 积 。 

根据 17.5 节 可 知 ,对 于 理想 的 弹性 介质 来 说 , 弹性 能 是 应 变 的 函数 ,其 二 阶 
弹性 常数 为 Cu 或 者 简写 为 Cy， 三 阶 弹性 常数 Cmo RAWA Cyk。 对 于 一 
般 的 晶体 如 三 斜 晶 系 ,由 于 没有 空间 对 称 性 ,其 独立 的 Cy 有 21 个 , 独立 的 Cix 
有 56 个 , 今 证 明之 。 

将 弹性 能 七 写成 张 量 形式 ,， 即 


O=O, +0, = Cpu + Ca, mmn, i j =1,2,3 (17.7.1) 


RP, Cya 和 Ciumn 分 别 为 四 阶 张 量 和 六 阶 张 量 , 一般 情况 下 ,它们 的 总 数目 分 别 
为 81 个 和 729 个 , 但 由 应 变 矩 阵 的 定义 可 知 , num 4 i, j; k, 1 和 m, n 两 两 交换 
时 , 合并 外 式 中 的 同类 项 ， 则 Ciw 减 为 36 个 ，Ciumn 减 为 216 个 ,再 根据 沃 伊 特 的 
简写 符号 , 将 它们 简写 为 Cy 和 Ci。 于 是 相应 的 应 变 简 写 为 也 ,7 和 ,于 是 


(17.7.1) 式 简写 为 

9 - C41, n, + CanM Ms ij ko =1,2,...6 (17.7.2) 
将 7) 项 与 71 项 合并 ,独立 的 Cy 进一步 减 为 36 一 6)/2+6=21 个 , 同 理 Cu, 则 减 为 
56 个 , 现 证 明 如 下 : 
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6x5x4 


iz j# k hf, 有 3 =20 项 
i=j#k 时 ， 4 EDS caos 
i=j=k 时 ,有 6 项 


故 总 数 为 56 项 , 因此 三 阶 弹性 能 可 表示 为 


Gum CTh +C, +C. +C. Cul 
Cah +Cmn FOSSIL, Coss +C 
+C +C, HCM, +C 
+C — Cass 8 Cu 

+C 8 CIIM, 

[o 

+C, Cu, +C, Cash Calls 
*CSJLHS +C, Cash Cases 
Cuh 十 Cas71271475 +CT 
+Cass11275 十 Cse71a115716 

十 Caae712715 

+Co 00 +C, Css +C, 
+C. Cus Cus 
+C,  +C,ghtistk 

+C, h 

+C, mh *CGJATS — +C, 
+C, Cash 

+C, T 

+C, +C, 

+C, 

+C, 


(172.3) 


在 伯 奇 (Birch) VHL db THEE KR, 漏 了 (17.7.3) 式 中 倒数 第 二 项 。 
对 于 有 对 称 性 的 晶体 来 说 ,独立 的 弹性 常数 的 数目 将 进一步 减少 , 例如 立方 晶 


A (H B R SB (Hermann) - 英吉 恩 (Mauguin) 符 号 , 432, 43m, 232, 2» 23), 
m 
有 3 个 独立 的 C,, 但 是 独立 的 C, 却 不 一 样 多 , 前 三 种 晶体 对 称 度 高 , 有 6 个 独立 
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的 三 阶 弹性 常数 , 后 两 种 晶体 却 有 8 个 。 关 于 3 个 独立 的 C, 的 证 明 已 见 之 于 线性 
弹性 理论 书籍 ， 本 节 仅 讨论 立方 晶 系 的 三 阶 弹性 常数 的 数目 。 

从 几何 图 形 可 知 ,一 个 正方 体 结构 至 少 有 如 下 的 几 类 对 称 轴 。 第 一 类 为 垂直 
于 三 对 界面 并 通过 中 心 的 3 个 轴 ， 围绕 它们 中 的 任 一 个 转 90`， 则 出 现 重复 的 晶体 
结构 , 结晶 学 中 将 这 类 对 称 轴 称 为 四 次 对 称 轴 , 简称 四 次 轴 ( 在 国际 符号 中 用 4 表 
示 )。 第 二 类 对 称 轴 是 通过 立方 体 8 个 顶点 的 4 根 对 角 线 , 绕 任 一 根 对 角 线 转 120"， 
则 出 现 重 复 结构 ,这 种 对 称 轴 称 为 三 次 对 称 轴 , 简称 三 次 轴 ， 并 用 符号 3 表示 。 以 
此 类 推 , 绕 某 轴 转 180' 使 得 结构 重复 , 则 称 此 轴 为 二 次 轴 , 用 符号 2 表示 。 例 如 ， 
立方 体 中 连接 棱 边 中 点 且 通 过 立方 中 心 的 有 6 根 线 , 它们 都 是 二 次 轴 ( 图 17.1(a))。 


图 17.1 立方 体 对 称 轴 


此 外 ,如 果 晶 体 结构 存在 一 个 镜面 对 称 ， 则 称 这 个 面 为 对 称 面 ， 立 方 体 有 9 个 
对 称 面 ,其 中 3 个 正切 面 和 6 个 斜 切面 (图 17.1(b)), 对 称 面 用 符号 m 表示 , d 


体 有 一 个 四 次 轴 和 一 个 与 它 垂直 的 对 称 面 ， 则 用 组 合 符号 二 表示 。 


还 有 一 类 所 谓 点 对 称 , 即 如 果 某 点 的 向 径 为 m 通过 该 点 作 所 谓 点 对 称 操作 ， 
M) r 成 为 一 r。 例 如 ， 有 一 个 组 合 操作 是 先 作 一 个 三 次 旋转 轴 对 称 操作 ,然后 再 作 
一 个 点 对 称 操作 ， 则 组 合 操作 可 表 为 5， 其 他 类 推 。 

现在 根据 晶体 对 称 性 来 进一步 减少 立方 晶体 的 弹性 常数 的 个 数 。 取 正 立方 体 
的 3 个 四 次 轴 为 坐标 轴 为 ,z2, 为 , 绕 它 的 三 次 轴 作 旋 轴 变换 , 即 转 120`， 于 是 得 到 
一 组 新 的 坐标 轴 妆 ,总 , 冯 , 显 然 ,这 两 组 坐标 之 间 的 变换 关系 为 
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(17.7.4) 


BD x, ERIT x, E, n HRT SHAE, x ET x 的 位 置 ,在 这 样 的 坐标 变 
换 下 , 新 老 应 变 张 量 之 间 有 如 下 的 关系 ， 即 


T-ara (17.7.5) 
或 者 
m n nm) (m m om 
ma Ma Cha |= m m m 
m ns Us) VE n. OU 
0 0 1Ymn m m)o 1 0 
=! 0 ojm m 7m|0 0 1 
0 1 oja m mji 0 0 
Th 7S T. 
= 7h T 
Mw Te m 
于 是 有 
Toms mom. va 173.6) 
Ta =7e, s=, =s 


正 立方 晶体 作 了 120 "旋转 变换 后 结构 重复 ， 其 弹性 能 不 变 。 另 外 ,这 种 变换 只 改变 
应 变 分 量 , 但 弹性 常数 不 变 , 利用 (17.7.3) 式 有 
DM) = Cm +C, T, ++ Cul +C, Tm 
y, LA /3 
*e * C, mí + Ck Ton Ki Canli d777) 
=Cufh + Cay] n Cu + Csh +: 

+C, Cols 十 … 十 Coe175 

由 于 晶体 的 对 称 性 , 故 在 这 样 的 变换 下 弹性 能 保持 不 变 ， 即 


GOD=GO7) 
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即 (17.7.7) 式 应 等 于 (17.7.3) 式 ， 由 此 得 到 
(Cin 7 Ca; + (Can = Co) (Cs ~ Cu + 
HCiss — Ci YB e (Cas — Ca IS 十 … 
(C, 7 Cosi], ++ (Csss — Cese) =0 

由 于 应 变量 为 任意 变量 ， 故 要 使 上 式 恒 成 立 只 有 要 求 系数 相等 ， 即 


Cin = Ca = Ca C = C = Cus *** 


这 样 使 得 56 个 常数 减少 到 20 个 , 故 存在 三 次 对 称 轴 的 晶体 的 独立 的 三 阶 弹性 常 
数 不 会 多 于 20 个 。 

如 果 晶 体 除了 有 三 次 轴 外 , 还 有 二 次 轴 ， 则 绕 二 次 轴 ( 取 为 x,588) 转 180`， 新 旧 
坐标 满足 


(17.7.8) 


根据 同样 的 方法 可 得 


m =n, Thes ni =m 
TT. JU. =M 


(17.7.9) 
再 利用 弹性 能 不 变 原理 可 以 得 到 如 下 的 结果 , 即 20 个 常数 进一步 减 为 8 个 

Cui Cui Cus Cis Cus Cis Cis Cass 
余 者 为 零 。 这 个 结果 表明 , 具有 三 次 轴 和 二 次 轴 的 晶体 ,其 独立 的 三 阶 弹性 常数 不 


会 多 于 8 个 。 
同 理 如 果 晶 体 还 具有 四 次 轴 ， 则 再 作 90" 旋转 变换 , 则 有 
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(17.7.10) 


以 及 
Tm. m =n, JU 
M=- =N =- 


从 弹性 能 不 变 原理 得 到 


07.7.11) 


Gn =C - Gs = Gas 
由 此 可 见 , 具有 二 次 轴 、 三 次 轴 及 四 次 轴 的 立方 晶体 的 独立 三 阶 常数 是 6 个 。 从 
ARES, 伯 奇 得 到 了 下 述 结果 , 即 对 于 对 称 度 最 高 的 立方 晶体 432, 43m， 和 3 之 
来 说 , 其 弹性 能 的 表达 式 可 表示 为 


1 
D = Cu + +T) + Cia (hT + ifl + hola) 


+C, (T + Ta +J +h +h +T) 
+ Cui GT +> +h) + Cus Ur (o +h) 
+T (h +h) TS h +a) 


1 
+y «n (Ta +7) +h (h Ts) hs (T, +) 
1 
+ Cisl Y + ma) + Q + N) Ola + s) + GI, TY 70,1 


1 
+> Calais + Cis UD + hilos] 


(17.7.12) 


为 了 使 书写 结构 对 称 便于 记忆 ,本 节 的 应 变 分 量 未 使 用 简写 符号 。 
由 于 布 鲁 格 的 热力 学 定义 下 的 弹性 表达 式 似乎 越 来 越 被 人 们 所 采用 ， 下 面 现 
出 伯 奇 与 布 鲁 格 三 阶 常数 之 间 的 关系 式 : 
伯 奇 C, 布 鲁 格 
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6; HT 
[o ien 
Ca 264 (17.7.13) 
Cu 2C 
£s Ca 
Cis 4C& 


17.8 沿 立 方 晶体 [100] 方 向 传播 的 有 限 振幅 平面 波 " 4 
取 传 所 方向 为 a 轴 , 则 位 移 分 量 可 表示 为 


u=u(a,t), v-v(a,t), w= w(a,t) (17.8.1) 
雅 可 比 和 矩 阵 为 
1+u 0 0 
J=| v, 10 (17.8.2) 
w 0 1 
应 变 分 量 为 


1 

ña =a 72. (17.8.3) 
za 21 

Thy = = FW 


其 余 的 为 零 。 将 它们 代入 (17.7.12) 式 , 得 到 


1 
9$ - 5 Ch + Ca (m +h +m eris) Cum, 
1 (17.8.4) 
+s [mÜ (i +m em n] 


H D IOOT2.6 SCRI T, AEREE RRAS. 588 6800577 FRA. 
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1 du du _ 3C, +C, du ou 
Car da C, aða? 


(17.8.5) 


19» dv C, *C&«[93u dv | dv u 
C} dP da — C, (dada dada 
1 dw rra w] 


Cha? 3d C, (ada? da da? 


其 中 的 三 阶 弹性 常数 属于 布 鲁 格 定义 ， 令 


B-34 eu. 


" 
(17.8.6) 
Es €i * Cs 


Y C. 


从 形式 上 来 看 ，(17.8.5) 式 与 各 向 性 弹性 体 的 平面 波 情况 下 的 (17.4.6) 式 ~(17.4.8) 式 
形式 相同 , 故 那里 的 解答 可 以 直接 引用 。 对 于 纯 纵 波 传播 的 情况 ， 波 动 方程 可 写 为 


1 u u Ou J'u 
Ca aa P a aa iud 


解 可 表示 为 


242 
u(a,t)= Asina - wr ËA acos2(ka — wt) (17.8.8) 


布雷 齐 尔 (Breazeale) 和 福特 (Ford) 将 (17.8.7) 式 改写 成 


du 9'u „uu du Fu 
Pp (s "33. oree 9289) 
式 中 
K,-Q, K, =C, B-34 Ks (17.8.10) 
2^ 11 3^ n Ld STY 


K, 


解 仍 是 (17.8.8) 式 , 对 应 的 冲击 波形 成 距离 为 


“373 
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2C? 
X, s-— .8. 
oe (17.8.11) 
式 中 
g= J£ (17.8.12) 


Po 
RH, m X a=0 Rb u 的 振幅 。 FEX 表明 ,在 传播 过 程 中 波 畸变 。 从 (17.8.5) 式 的 
后 两 个 方程 可 知 , 只 当 纵波 和 横 波 的 基 波 都 存在 时 , 才能 产生 横 波 的 二 阶 谐 波 。 
179 沿 立 方 晶 体 [110] 方 向 传播 的 有 限 振幅 平面 波 中 
取 [100] 为 a 轴 的 方向 , [010128 b 轴 的 方向 , [001] 为 c 轴 的 方向 ,， 故 [110] 的 方向 


是 在 a,b 平面 内 且 与 a 轴 成 45" 的 方向 上 。 为 此 , 绕 c 轴 作 45" 旋转 的 坐标 变换 ,使 
得 新 坐标 or 即 为 [110] 方 向 ， 必 为 [110 ] 方 向 ，c' 仍 为 [001] 方 向 ， 新 旧 坐标 关系 为 


| 


| 


7) i 110 (a 
b |=-=| -1 10 |b (17.9.1) 
DE 00 J2Àc 
故 在 新 坐标 系 中 的 位 移 为 
u'=w (at), v =v (a't), w=w'(a,t) (17.9.2) 
对 应 的 应 变 分 量 为 
SOROR) 
m=z tallar p p 
P (17.9.3) 


weld 
Tha 7-3 


(ugs low 
LLL 


利用 (17.7.5) 式 子 ,可 以 从 胡来 求 力 ， 从 (17.9.1) 式 可 知 ,变换 矩阵 o 为 


* 374，” 非 线性 声学 


1 110 
a-— 119 (17.9.4) 
00J2 
于 是 有 
m, =1(m 206). Ma = 二 1, =- 
u = (m - 2r). ma = 5 n, =g 
1, lí, " 1 ， 
ai = Th Ta = > (m + 2a)» s = Ty l (17.9.5) 
1 , 1 
Thi Tug Tha Tughw 7,70 
旋 轴 变换 后 的 弹性 能 为 


"uS ” ^ ^ 
9n)» C, (ntt +n) + Ca (nt -4n2) 


£ 1 r rpe 
3 64 (rii an) Ci (m +12) 
1 1 (17.9.6) 
+g Os (ri = mis) s unns 
) 1 


* 7 Cam 


1 , 
+ 玫 Cu (m e 20005) 


将 这 个 式 子 代入 (17.2.5) 式 , 再 将 所 得 到 的 结果 代入 (17.5.1) 式 最 终 得 到 沿 [110] 方 
向 传播 的 有 限 振幅 平面 波 的 波动 方程 组 : 
Adu Qu. pudu, y wv, wdw 
SP Jada? ”aaa ^ Qa da? 
1 0?v x dv _ „(3u dv 4 9v Fu 
Cia? a "(da da? da da? 
1 Ow dw_ Du dw | 9w Qu 
Cia? Ə2 Yaa da da da 


(17.9.7) 


在 这 个 式 子 中 ,为 书写 简便 起 见 ,在 wv,w 及 a 上 省 去 了 它们 的 撤 号 , 而 
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Gs [Er 
2p, 


EAE (17.9.8) 


这 里 的 三 阶 弹性 常数 用 伯 奇 定义 ,而 B, y, 表示 如 下 : 


B=3 14 eu t 6n * Cs. 
C, +C; +2C, 


a] Gi * Cu +Cu 4360 -On 
€,-6; CC 

-1+1Cu+Ca 416a tC * Cas 
2 C, 


A (17.9.9) 


n= 4 


Ca 
如 果 三 阶 弹性 常数 用 布 鲁 格 定义 下 的 量 , 则 有 


-3+LGu+3Cu+l2Cu 
2 C,+C,+2C, 
Bi Ca tC; *2C4 | 1C - C (17.9.10) 
€,- C, 2 €,-C, 
Ci +C; 416a t Ca * 2C; 
C 2 Cù 


^ 


1 
=1+— 
5 2 


显然 ,此 结果 与 前 面 几 节 讨论 过 的 有 不 同 之 处 。 例 如 ,两 个 横 波 传播 速度 不 等 ， 以 
及 外 关 为 。 布 雷 齐 尔 和 福特 曾 将 纯 纵波 激励 的 波动 方程 改写 成 (17.8.9) 式 的 形式 ， 
但 各 个 常数 定义 如 下 : 


1 
Ka=7(Cn +C, +2Cu) 


L C 436, 4126.5) (17.9.11) 


K,=— 
1a 


K. 
=3+— 
B K, 
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17.10” 沿 立方 晶体 [111] 方 向 传播 的 有 限 振幅 平面 波 钼 


取 坐 标 轴 a, b, c 分 别 为 立方 体 的 [100],[010],[001] 的 方向 , 如果 以 原点 为 立 
方 体 的 一 个 顶点 , 而 通过 该 顶点 的 3 个 积 为 坐标 轴 ，, 则 [111] 方 向 是 由 原点 到 最 远 
顶点 所 作 的 射线 方向 ,如 将 它 定 为 a 的 方向 , MU D^ fü C^ 的 方向 为 [112],[110], 由 
此 得 到 变换 矩阵 : 


42 42 42 
a= 1 1 -2 (17.10.1) 


与 17.9 节 的 推导 方法 相同 , 可 以 导出 沿 [111] 方 向 传播 的 波动 方程 组 (省 去 所 有 的 
DA 


1 du -2 =p% 2? LM "ES dv R Ow dw 
ga Ja da? + "|da da? * da da 
1 3v əv ðu Oy 49v du Dwozw ƏvƏ*v 
CPO aa? e 3a! " 3a z) (> da Qa z) 0403) 
1 ðw dw du dw dw ou 3v ow ðw oy 
Cr or C a? + 3a Pee (ga sn) 
式 中 
å E *25. 4€. c. ZE 一 Ca 一 Cu (17.103) 
39, 30, 
如 果 三 阶 弹性 常数 是 在 伯 奇 定义 下 , 则 
peii : 3C, 4 6€, 430,4 + 66, Co, 203 
€, *26, * 4C, 
,-(€ | 1.1126, 7364 +6C - 2€ - Cu ]| (15 194) 
C, 6 C, * 26, - 4C, 


2X2 (& y (126 -12C 3C 736. 46: ~ Ca 
124 C, C, * 2C, * 4C,, 


如 果 三 阶 弹性 常数 是 在 布 鲁 格 定义 下 ， 则 
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1606 +12C, 24€, +2C *16C, 
B=3+ 12 144 123 


C, * 26, * 4C, 
PRCARECTEE PET e PET EE | (17105, 
C, 3 C, * 2€, * 4C, ` 


2 
ss) (£u =3C,, +3C -3C + 24 - 20. 
6 C, * 2€, * 4C, 


由 (17.10.2) 式 可 见 , 纯 纵 波 的 基 波 能 产生 它 的 二 阶 谐 波 ,而 纯 横 波 的 基 波 不 仅 能 
产生 纯 纵 波 的 二 阶 谐 波 , 而 且 能 产生 纯 横 波 的 二 阶 谐 波 , 因此 , 沿 [111] 方 向 的 传 
播 情况 比 以 前 见 到 的 要 复杂 。 如 果 写 成 布雷 齐 尔 和 福特 形式 ,， 则 K, 和 天, 为 


1 
K, 7 (C, * 26, +4Cu) 
1 (17.10.6) 
K,- gln * 60,4 +12C,, + 24€, + 2C,, +16C,,,) 


17.11 ”波动 方程 组 的 正 交 变换 号 


我 们 已 经 讨论 了 立方 晶体 中 波 传播 的 特殊 情形 ， 即 沿 晶体 的 3 个 对 称 方向 传 
播 , 这 样 的 波动 方程 组 中 3 个 方向 的 位 移 量 在 线性 项 中 没有 交叉 项 ， 从 而 便于 求 
解 。 但 在 一 般 情况 下 ,交叉 项 会 出 现 的 , 因此 ,必须 采取 线性 变换 予以 消除 。 

通常 如 将 固体 的 弹性 能 公式 代入 运动 方程 中 , 考虑 到 晶体 的 某 些 对 称 性 ,得 
到 的 波动 方程 一 般 说 来 有 如 下 形式 : 


3 3 
D» EA". * Baha i-12,3 (17.11.1) 


xCP, A7 B, 分 别 为 二 阶 弹性 和 三 阶 弹性 常数 ,而 
du, | Ou, _ 9'u 


Ham fura HaT qa 
显然 , 波动 方程 组 (17.11.1) 的 右 端 第 一 项 的 下 标 j 从 1 变 到 3， 故 波动 方程 中 的 因 
变量 是 有 偶合 的 , 不 便于 用 微 扰 法 求解 波动 方程 , 因此 ,必须 对 uw, 实行 线性 变换 


来 消除 这 种 偶合 。 为 讨论 方便 , 将 (17.11.1) 式 写成 矩阵 形式 
U, - AU,, -U;BU,, (17.11.2) 


令 
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U=SP (17.11.3) 
式 中 , U =(w), P =(P), S 2G), 将 (17.11.3) 式 代入 到 (17.11.2) 式 , 设 S 为 非 奇 矩 
B, 则 有 


P, = S" ASP,, + S" P; S BSP., (17.11.4) 
要 求 
A400 
S"AS-|0 4, O|- A (7.11.5) 
004 


如 果 满 足 这 些 条 件 的 矩阵 S 及 其 逆 和 矩阵 S” 存在 ， 则 关于 P 的 波动 方程 
(17.11.4) 便 于 使 用 微 扰 法 来 求解 ，4 (i=1,2,3) 为 矩阵 4 的 3 个 特征 值 , 它们 可 以 


根据 通常 的 代数 方法 求 得,， 即 由 
AS-SA=0 (17.11.6) 


求 出 , 因 4 是 已 知 的 ， 故 可 以 由 这 个 式 子 求 出 特征 值 和 和 对 应 的 特征 向 量 s, 。 根 
据 矩 阵 方程 (17.11.6)， 容 易 得 到 


aÀ a, as Su 
an an-A as S, |=0, i=1,2,3 (17.11.7) 
ai ax ay =A J Su 
特征 值 满足 行列 式 
aA à; on 
a, as-4 a, |-0 (17.11.8) 
si an “ao-4| 


为 了 书写 方便 , EA, 写成 mw 。 对 于 已 知 的 晶体 ,弹性 常数 是 已 知 的 ， 从 而 能 求 出 
所 ,sj ， 因 而 波动 方程 (17.11.4) 成 为 规范 形式 , 便于 求解 。 布雷 齐 尔 、 E UEF(Holt) 
福特 以 及 姜文 华 和 杜 功 焕 应 用 这 种 方法 研究 了 一 类 晶体 的 非 线性 声学 性 质 。 


17.12 ”附加 压力 或 应 力 的 立方 晶体 中 的 波 外 
上 面 几 节 表 明 , 对称 度 最 高 的 立方 晶体 的 独立 的 三 阶 弹性 常数 有 6 个 , 如 果 
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利用 纯 纵波 或 纯 横 波 等 方式 来 激励 ， 只 能 得 到 3 个 关系 ,要 想 完全 决定 6 个 常数 ， 
还 要 寻找 其 他 关系 ,如 仍 用 附加 压力 或 应 力 的 方法 求 得 .与 前 面 作法 完全 相同 , 将 
弹性 能 表达 式 (17.7.3) 代 入 到 应 变 表达 式 及 应 力 表达 式 , 再 将 所 得 结果 代入 到 运动 
方程 式 , 最 终 可 得 到 形 如 (17.6.1) 式 ~(17.6.4) 式 的 式 子 , 其 中 应 力 T, 的 表示 式 如 下 : 


T. =c, Í. E EI 2) 
* cls +w, + (v, + w,)u, e +w +w +u +v? + x 
+C, (uË +U? +u,v, *u,w,) +3C,uuz *es[ +w? + 2u,(v, + x] 
* ica. ES Lcu [Cis v + (ue +w.) ]+ amm 
T, = C,,u,v, + Cis (u, + w.)u, 
+C, [u, + v, + Qu, + v,)u, + v,v, +(u, + Wo) Wo +u.v.] 


ticala oe C [Gn +w)(w .)] 
1 
ees [Gs t). +w)) 


T, = Cui w, + C Qu, +v,)u, 


+ Cu [u, + w, + Qu, + w,)u, + w,w, + (v, +,)V, + uw, ] 
1 1 
taou +w,)v, +7 CL(u +w,)(u + v.)] 


+E Ca [e 9) +,)] 


T, = Cuv, + Cav, (v, + We) + Cus [u, + v, 


+u,u, + v, (2v, + u, ) + w,w, + v, (u, + w,)] 
+ Caw. (u, +v) + Cuu ty Yu, + v,) 
ENS +w,)(u, + w,) 
Tys cafn E +3v + x) 
+C, [u, +w, + v, (ug +wo]+ 30 +v? +w? +u? +v? +w) 


+C,[W rv Tu ]+3C,iw + Cu [i +w +2v,@u, *w)] 


1 1 
*4 64, fu +7 Os. [0 +w) +(v,+u, y]+cawa, 
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将 上 式 代入 (17.6.1) 式 便 可 得 到 运动 方程 ,将 第 一 个 方程 写 在 下 面 : 


T4 = Cuv v, + Cav, (w +u,)+ Ca [ve +w, 


+v,(2v, +w,)+ w,w, +u, (v, +u,)+v,w,] 


+3Caw (t) Cu (w +w)(% +w) 


XC (V+) (w+) 
T, = Cun, + Cow, (W. +V) + Cu [w, + 


+w, (2w, *u) + uu, +V, (W, * v.) + wu, 


ed 6n (0,61) C (w +u,)(% +w) 


1 
ts v, +w)(w +.) 
Ta = Gn + Gam (ns) Cuv, t n, 


+w, (2w, * v.) uu, + w, (v, +u,) 


36 (v. ) 5 Cu (v 0) +w.) 


eC (0) +) 


T4 - [x «e +v «x 
«ls +u, +w, (v, +u,) 


1 
+s +w +w tug +v +w) 


2 2 2 
+C, [w, + we + wu. +w,v.] + 3€,w; 


+C ,[w tu; + 2w,(v, +u,)] C. (u, +v,)° 


+ ic. [(w, Y Qv, v, ]+ Cou, 


(17.12.1) 
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Pot Cus, Cia (Vas + Wac) 


+C, (u, tu, +v, +w.) 

+C, [3u,u,, + vvu, + wu ç 

YS + UsVos + WW, + u, Ww] 
+C,[(v, + w,)u,, + (u, +w,)u, 

+ (Us +v,)u, + 2u,u os +2u u, 

+ (Us +v,)V, Vu + Uo Ve 
+Ww,W. + (u, + w,)w,, Hup Wy] 
+C,,[2u, (u, +u, ) + 2Qu, +v,)u,, 
+2(2u, + w,)u,, + 2(v,  w,)u,. 
+u,v,, + V,V,, + (V, +u, Woo 

+(u, +v,)V, + VeVoc +u vk 

+u, Waa + (u, + w,)W,, WW. 
HW, W + (u, ww, + Us Wye] 

* 6C im, + 2Cha[(w + wu 

* (u, + v,)v,, + (u, + w,)w,, ] 

+ Caw, + Vc Wu, 
+(w, + vv, + (u, + Wa Woe 

+ (Ve + w,)w,, + Vp Wac 

+ (Ws + va) Wwe] 

X Cales, +w) (0, wn 


+ 2(u, + v,)u,, + 2(u,  w,)u,. 

+(u, + v,)(v,, f v) + (u, + V,)V;, 
+(u, + Wa (Waa +w.) 

+ (u, +w,)w, ]+ C, (We Vab + Vp Wac) 


HE Ca DG, Wuse + (0 + ba vee 


(Ve + W, Vac + (Ue wu, + Woo ) 
(v, + w,)w,, + (u, + v,)w,.] 


应 当 注 意 的 是 ， 上 式 中 的 mm 只 是 弹性 体 在 未 产生 形变 时 
它 换 成 形变 后 的 密度 p， 必须 利用 


pup oin tn tw) 


(17.12.2) 


的 介质 密度 ， 如 要 将 
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将 这 个 结果 代入 (17.12.2) 式 , 准确 到 二 阶 项 则 有 
Ju od du 
ar ui^ E 


= (17.12.2) 式 右 端 各 项 


= (u, + v, +w.)[Cuu,, + Cia (Vag + Wac) 
+C, (lipy +u, + vos + w, )} 


由 此 可 见 , 在 运动 方程 中 将 惯性 项 中 的 po 换 成 p 时 , 方程 (17.12.2) 中 与 三 阶 
常数 有 关 的 项 保持 不 变 , 而 附加 上 式 右 端的 后 面 三 项 只 与 二 阶 常数 有 关 ，, 这 样 的 
结果 只 在 准确 到 二 阶 项 的 条 件 下 成 立 。 完 全 类 似 , 关于 第 二 、 第 三 个 运动 方程 我 
们 可 以 类 推 得 到 , 只 不 过 按 & — 0 — w, a — b > c 的 递 推 关系 即 可 , 为 节省 篇 
Wi, 不 再 列 出 。 这 里 只 有 3 个 方程 , 但 三 阶 常数 就 有 6 个 ， 要 想 将 它们 逐个 测量 出 
来 , 还 要 寻求 其 他 方法 ， 下 面 简 略 介 绍 前 面 讨论 过 的 加 静 压力 P 的 方法 。 

(1) 沿 晶体 的 [100] 方 向 有 小 振幅 形变 的 纵波 传播 , 这 时 ,位 移 分 量 可 表示 为 


u=Qa+ | 


(17.12.3) 


17.12.4 
v=ab, w-ac f i 
与 17.5 节 中 相同 , 首先 可 以 算得 
P 
G@=-——ə— 
€, *2€; 


将 这 些 结果 代入 (17.12.3) 式 ， 仍 忽略 ar 的 二 阶 和 二 阶 以 上 的 项 ， 最 终 得 到 


(17.12.5) 


-1 
p =c, - P| €, * 26, | 


2C * 2€, * 6€, +4G,, 


式 中 V 是 该 变形 物体 中 的 波 速 。 
(2) 在 [010] 方 向 传播 横 波 ， 质 点 位 移 沿 [100] 方 向 ， 其 位 移 分 量 可 表示 为 


u=aa 4 iian 
v=Qb, w-ac (17.12.6) 
1 
C, +2CatCu +7 Ciu + C 


pV: 2C, -P 
x C, *2C, 
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(3) 在 [110] 方 向 传播 模 波 , 质点 位 移 沿 [111] 方 向 , 在 这 种 情况 下 , 位 移 分 量 可 
表示 为 


uzga} gite ti il 


=i e 4s (17.12.7) 
v-ab- Ae) -(+a)kl(a+b)/ 21) 
A 


w-ac 


上 面 的 式 子 是 这 样 得 到 的 ,由 于 [110] 方 向 与 a 轴 和 b 轴 的 夹 角 都 是 45” ,考虑 到 
静 压力 P 产生 的 静 位 移 为 mW = ma, v, = Gb, w, = w= ac , 故 形变 之 后 的 有 关 点 的 坐 
标 分 别 为 (1+ a)a 和 (1+ a)b , 故 与 此 有 关 的 相位 因子 成 为 


x (T = p: 
keos 3 )aa «oo etsi (Ft eo = 万 tc *b)i-ow) 


将 (17.12.7) 式 代入 (17.12.3) 式 ,容易 求 得 运动 方程 


pü = Cu, + C,,v, + Cag (lpo V) 
+C, [(2u, — v, — wu, + vus, 
+ VoVoa +u,v,] + Cu, + w.)u,, 
+(u,  w,)u,, + Us Uo — WV, 
+ Cu[(u, — v, — w.)u,, + 2(2u, + Valta 
Vas + VV, — Wv ,] + 6Cuuus us, (17.12.8) 
*2ClC, + wu, + (u, + v,)v,] 


Cuni 十 Weyas) 


3 Cult, +v,)u,, + 2(u, +V, us 


+(u, +v,)(v,, + Vos) + (u, + V,)V;, 


+ Cawevop 


将 (17.12.7) 式 代入 (17.12.8) 式 , AR a 的 二 阶 和 二 阶 以 上 的 项 ,定义 波 速 为 
V-olk, 于 是 得 到 


3 1 
人 pat 021369 75€ 这 全 
PY => (Cr-G,)- — c (17.12.9) 


* 384 非 线 性 声学 


类 似 地 , 可 以 处 理 其 他 情况 ， 从 而 得 到 形 如 (17.12.5) 式 、(17.12.6) 式 和 (17.12.9) 
式 的 式 子 , 用 来 决定 三 阶 弹性 常数 ， 本 书 不 作 讨 论 , 读者 可 以 按照 上 述 方法 一 一 
推演 出 来 。 这 样 人 们 可 以 得 到 足够 的 关系 , 利用 这 些 关 系 可 以 将 弹性 常数 测量 出 
X, 其 方法 仍 是 改变 静 压 力 或 者 静 应 力 ,相应 地 测量 波 速 , 通过 波 速 平方 对 静 力 
的 直线 斜率 可 以 得 到 弹性 常数 。 


1743 固体 中 有 限 振幅 波 在 边界 的 反射 > 中 


我 们 已 经 讨论 了 无 限 介质 中 的 有 限 振幅 波 的 传播 情况 ,但 在 实际 条 件 下 ， 
体 介 质 总 是 存在 边界 的 ， 如 任何 一 个 待 测 样品 ,其 尺寸 总 有 一 定 的 尺寸 , 而 在 实 
验 中 , 用 来 测量 样品 的 换 能 器 也 总 贴 在 边界 面 上 ,这 时 测 得 的 声场 , 应 当 是 边界 
面 的 入 射 波 和 反射 波 等 的 贡献 ， 因此， 前面 的 理论 还 不 足以 描述 和 处 理 这 类 实际 
问题 , 有 必要 进一步 讨论 有 界 空间 固体 介质 中 的 非 线性 声学 。 

正如 在 第 8 章 中 指出 过 ,由 于 非 线性 波动 理论 中 的 各 阶 谐 波 之 间 有 能 量 交换 
(不 像 在 线性 波动 理论 中 它们 是 彼此 独立 的 ), 在 边界 问题 的 定 解 条 件 的 提 法 上 ， 
特别 是 边界 条 件 的 提 法 上 , 存在 一 定 的 困难 , 加 之 在 某 些 解 中 出 现 了 随 距 离 增长 
的 积累 解 ,给 边界 连接 条 件 带 来 麻烦 ， 因 此， 以 微 扰 法 为 基础 的 非 线性 声学 在 边 
值 问题 上 受到 了 挑战 , 在 下 面 我 们 只 是 应 用 一 阶 场 的 结果 来 讨论 二 阶 场 方程 的 特 
解 的 表达 式 和 性 质 ， 而 且 只 限于 半空 间 问 题 。 

在 线性 弹性 波 理论 中 , 通过 坐标 面 的 选取 ， 人 们 将 三 维 问题 简化 为 二 维 的 ， 
在 这 种 情况 下 , 位 移 与 势 函数 的 关系 为 


PELAGIZ 
Ox oz 
v= 9» 
Oz Ox 
.99 9v, 
"= t'a 


(17.13.1) 


其 中 选 坐标 平面 为 x 轴 和 z 轴 所 构成 的 平面 , 并 且 认 为 所 有 的 量 与 ?无 关 。 这 
时 , 方程 组 (17.6.14) 和 (17.6.15) 成 为 
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F -F, =T% -TP =B, 
F-F, =T% -TP =B, 
F -R =T +T) =A (17.13.2) 
F, -F =T +T?) = A, 
FR-FR TP +T? =A, 


以 及 
at 3*7 (17.13.3) 


在 17.6 节 中 曾经 指出 ，(17.6.12) 式 中 人 为 地 引入 了 9 个 待定 函数 已 (i = 
1,2,…,9), 它 们 之 间 的 关系 服从 (17.6.14) 式 和 (17.6.15) 式 , 共有 8 个 关系 式 , 不 足以 
决定 9 个 未 知 量 , 为 此 , 我 们 可 以 任意 地 指定 一 个 关系 , 亦 即 是 指定 第 9 个 关系 式 
才能 使 问题 可 解 。 在 那里 我 们 曾经 指定 有 =0， 从 而 得 到 方程 组 (17.6.21)~(17.6.24)。 
但 在 二 维 情况 下 ,通过 对 比 (17.6.14) 式 与 (17.13.3) 式 可 知 ， 瓦 ， 瓦 ， 玉 三 个 未 知 量 
在 微分 关系 式 (17.13.3) 中 消失 , 这 就 使 得 它 与 (17.13.2) 式 的 沟通 关系 减少 ,如果 仍 
ERAO 也 未 尝 不 可 , 但 这 样 做 不 太 方便 。 另 外 ， 既 然 这 个 新 关系 的 指定 是 任意 
的 , 我 们 当然 要 选 一 个 关系 , 便于 处 理 实际 问题 , 为 此 , 我 们 在 上 述 3 个 未 知 量 选 一 个 
对 我 们 方便 的 关系 显然 是 有 好 处 的 ,下 面 我 们 选 


F,=0 (17.13.4) 
将 它 代入 到 (17.13.2) 式 和 (17.13.3) 式 中 容易 得 到 


F, =T?) +T = A, (17.13.5) 
PB 与 F; 的 微分 方程 可 以 求 出 F, 


F, -2 [raz -2 fAndz (17.13.6) 


从 而 古 为 已 知 ， 而 五 满足 泊 松 方程 , BD 为 已 知 AA F,, F AT F, É F, 
皆 为 已 知 ,也 就 是 说 ,全 部 未 知 函 数 都 可 以 得 到 解答 。 此 外 , 在 二 维 及 平面 振动 的 
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情况 下 , 振动 面 是 x,z 面 从 (17.6.4) 式 容易 得 出 
To = T? = To = T? -0, A, =A, 70 


这 样 , 波动 方程 组 可 表示 为 


Do=F+7T® 
Oy, = 
_ 4+2⁄ 9 (17.13.7) 
Dy, = E [Fa - To 
Dy, =0 


T? 由 (17.6.4) 式 决定 ， 古 满足 泊 松 方程 由 (17.6.16)~(17.6.18)( 三 维 问题 ) 或 
(17.6.25)( 二 维 问题 ) 决 定 ， 其 中 


_ 9'A, s: 9^B, _ 9? Ue T?) 2" I? - T0] 
Po Oxo; c bz oz 
RP, Tj? 可 由 (17.6.4) 式 求 出 , 413=A31 和 Ba 由 (17.6.15) 决 定 。 为 了 在 平面 半空 间 
求解 满足 泊 松 方程 的 五 ， 我 们 应 用 格林 函数 方法 , 即 取 


(17.13.8) 


E- (€ -2* 


GG. Cs. =- Ey (17.13.9) 
将 它 代 入 (17.6.25) 式 得 到 
-2-ÉP(R) - (a) (17.13.10) 
xm 
LO (Bo) = [JCE glx 2254s (17.13.11) 
Dd) dRe.03 oche olends (17.13.12) 
9G| -1 2z 
ET === x) + 22 | (17:13.39) 


二 的 选取 规则 如 下 , 如 z 的 正方 向 与 积分 区 表面 外 法 线 的 方向 相同 , 则 取 负 号 , 反 
之 取 正 号 。 这 些 结果 表明 , HT ODMOR 69388 XE: 在 三 维 情况 下 分 别 
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表示 体积 分 和 包含 该 体积 的 边界 面积 分 ， 而 在 在 二 维 情况 下 分 别 表示 面积 分 和 包 
围 该 面积 的 边界 围 线 积分 。 将 页 及 相应 的 Ti 代入 (17.13.7) 式 就 能 求 出 g 和 ww 。 


现在 我 们 来 研究 算 子 L7 (p,) F8 I (E) 的 性 质 。 由 (17.13.10) 式 ~(17.13.13) 
式 可 知 
PS(F)+ F, =-||GG&, ¿|x 22,45 (17.13.10a) 


是 一 个 非 齐 次 积分 方程 , 后 面 将 证 明 ，P 和 五 的 形式 都 是 体 波 或 面 波 ( 在 二 级 近 
似 下 , 它们 是 二 次 谐 波 )， 故 我们 下 面 将 作 一 般 性 的 讨论 。 如 果 有 一 个 体 波 


i (17.13.14) 
则 
fF 2 4 
LYG) Tt ra q£ 
_ 及 了 2z akun 
Uu [urat ud 
由 复 变 积分 的 留 数理 论 可 得 


LA) is ES Od 

另外 ,如 果 是 一 个 表面 波 
f, = gre 
用 同样 的 方法 可 以 得 到 
If.) - -Fek 
由 此 可 见 , 算 子 K2(X) 总 是 将 体 波 或 面 波 变换 成 表面 波 ,变换 后 的 表面 波 的 
性 质 仅 与 波 数 占有 关 , 现在 我 们 来 研究 算 子 ÉE” (X). PA, 
v 1 ++ r. 
PA=- Í foire naag 


=+ [finr -mre pacat (17.13.15) 


式 中 
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m = (£ +(C +z) 
在 与 被 积 函数 In r, 的 积分 中 作 坐标 变换 ，&- x=, CiiotTRÉ 


D?(f) =u @,K, ze? —L(k,K,-z) je? (17.13.16) 


式 中 
1(k.,K,z)= Tje TE e )e MEE Fd Ç 
i Je jae ye? arac (17.13.17) 
L(&,K,-2)- Jer Imm Oye? deat 
- je" Y ( [n e +e agat (07.3.18) 
So dE 
显然 


D?(f,)|. =0 (17.13.19) 
现在 我 们 用 留 数 定理 来 计算 (17.13.17) 式 的 积分 。 显然 ,被 积 函 数 的 支点 是 6=+j 
各 = 土 jo， 选取 两 条 支线 : Go 0). (— je,—jZ) 。 如 >0, BIRR- je,je) 
取 在 下 半 平 面 围绕 支点 -jl|, 于 是 有 


T en (17.13.20) 


In tUe Maio 


如 果 «0, TA ERR (— je iD = (— joj) Butt F2ESP IER ZEE 88 -ic F E 
有 


[ime +6 e tdg = ee (17.13.21) 
将 这 两 个 式 子 代入 (17.13.17) 式 , 设 z>0, 于 是 有 


LK -5 je z =- e?^-K* — 071322) 


ERE CES 
2k, (k, — jK) 
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现在 计算 (17.13.16) 式 中 大 括号 中 的 第 二 项 , 即 (17.13.18) 式 。 注 意 在 区 间 (-z, 0) 
对 积分 是 属于 6 < 0 的 情况 , 用 同样 的 方法 可 以 算出 


LE, K,-z)- let] (174323) 


2k (k, + jK) 2k, (k, - jK) 


将 (17.13.22) 式 和 (17.13.23) 式 代入 (17.13.16) 式 得 到 


F. 3 š 
I (f,) e (e eet ye th 

"AK (17.13.24) 
z>0, K;-K +k 


如 果 z«0, 对 应 的 解 可 写 为 


P(,)= uh (ge em)e i, z<0 (17.13.25) 
0 


上 式 的 括号 内 的 第 一 项 是 体 波 ,第 二 项 是 面 波 。 显 然 ， 当 万 = F, T Rp, RE 
在 (17.13.24) 式 和 (17.13.25) 式 中 取 K= -天 即 可 。 这 些 结果 表明 ， 算 子 DP (X) 将 一 
个 体 波 变换 成 一 个 体 波 和 一 个 面 波 , 或 


O= EP) EPQ (17.13.26) 
将 此 式 代入 (17.13.7) 式 , 表示 
92a pu» (17.13.27) 


这 里 和 以 后 我 们 将 二 阶 势 g 以 及 W, DWAJ MYP den. < 


rao -72 =- (Po) (17.13.28) 
Rg? -T2 - 1 (,) (17.13.29) 
从 这 两 个 式 子 可 得 
rra =-S(F.) (17.13.30) 
现在 我 们 来 证 明 上 一 个 式 子 可 以 写成 
Rg? + I OGY)=0 (17.13.31) 


由 (17.13.10) 式 可 知 
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I9(E)--F, -L (pp) 
将 它 代 入 (17.13.31) 式 之 后 再 对 它 进行 LO 837482 
[nd --IP(RE)- F, 1 (o,) 
LF) = L? p?) - LL (,)) 
将 (17.13.26) 式 代入 (17.13.12) 式 , 很 易 证 明 
LL” (g,))-0 
将 这 些 结果 代入 (17.13.31) 式 , 便 可 得 到 
Dg? +L (4?) -0 
用 同样 的 方法 , 令 
yt =W +w +w, Te) =T +T 
将 这 个 式 子 和 (17.13.10) 式 代入 (17.13.7) 式 , 取 
Dyg +T 422 9 pos )dz 
s T 2b 13v 4 ox D 


yg erp - iE 
tva eng -- dts 


5, E Po 
可 以 类 似 地 得 到 


civ? = È frena 


(17.13.32) 


(17.13.33) 


(17.13.34) 


(17.13.35) 


在 平面 半空 间 的 一 侧 入 射 一 个 平面 体 波 , 它 会 产生 一 个 反射 体 波 ， 也许 还 会 产生 
一 个 面 波 , 我 们 称 其 为 一 阶 场 , 它们 满足 齐 次 波动 方程 和 平面 边界 条 件 。 由 于 介质 
的 非 线 性 , 这些 一 阶 场 之 间 的 相互 作用 产生 谐 波 场 ,其 中 满足 (17.13.28) 式 的 二 阶 
谐 波 属于 纵 体 波 ,满足 (17.13.29) 式 和 (17.13.31) 式 的 二 阶 谐 波 部 分 属于 纵 面 波 ， 而 
满足 (17.13.33) 式 的 二 阶 谐 波 部 分 属于 横 体 波 ,满足 (17.13.34) 式 和 (17.13.35) 式 的 
二 阶 谐 波 部 分 属于 横 面 波 。 其 中 天 和 万 可 以 通过 (17.6.4) 式 和 (17.6.17) 式 求 得 ， 
可 是 互 至今 没有 给 出 具体 形式 ,因为 它 是 积分 方程 (17.13.10) 式 的 解 , 在 具体 应 用 
中 将 用 微 扰 法 给 出 , 故 在 一 般 情况 下 , 我 们 要 解 6 个 方程 。 但 下 面 将 可 看 到 ， 体 波 
激励 的 面 波 对 位 移 没有 贡献 ， 因 此 , 我 们 讨论 体 波 入 射 时 仅 考虑 二 价 体 波 , 或 者 


说 体 波源 和 面 波 源 可 以 分 开 来 处 理 。 
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17.14 平面 半空 间 的 二 阶 谐 波 


众所周知 , 在 通常 的 情况 下 ,一 个 振动 源 在 弹性 体 中 可 以 同时 激励 纵波 和 横 波 ， 
或 者 说 , 一 个 任意 的 扰动 总 可 以 分 解 成 一 组 纵 (P) 波 和 二 组 横 (SV, SHD 波 的 又 加 。 为 
了 深入 研究 各 种 波 的 性 质 ， 下 面 我 们 将 分 别 讨论 体 波 ( 包 括 P 波 、SV 波及 SH 波 ) 和 
面 波 的 一 阶 入 射 波 ， 从 而 分 别 讨论 它们 所 激励 起 来 的 二 阶 体 波及 二 阶 面 波 的 波谱 。 

由 前 面 的 结果 可 知 , 二 阶 场 满足 非 齐 次 波动 方程 ， 其 非 齐 次 项 ( 源 项 ) 依 赖 于 
一 阶 场 , 对 一 阶 场 进行 算 子 运算 ， 即 可 得 到 相应 的 非 齐 次 项 。 从 线性 理论 可 知 , 当 
一 列 P 波 入 射 到 平面 半空 间 , 能 够 产生 反射 P 波 和 SV 波 ， 当 条 件 满足 能 够 产生 表 
面 波 , 因此 ， 当 一 列 P 波 入 射 到 平面 半空 间 之 后 , 除了 产生 体 波 之 外 , 还 有 可 能 出 
现 面 波 。 故 一 般 说 来 , 这 时 的 一 阶 场 中 既 有 体 波 又 有 面 波 。 另 外 , 算 子 LY(X) 将 
体 波 转换 成 一 个 体 波 和 一 个 面 波 , 而 ZK (X) 将 体 波 或 面 波 转换 成 一 个 面 波 ， 由 于 
两 个 算 子 是 线性 相 加 ， 以 及 二 阶 谐 波 波动 方程 的 非 齐 次 项 也 是 线性 相 加 ， 故 我 们 
可 以 将 源 项 中 的 体 波 和 面 波 源 分 开 来 讨论 。 

现在 我 们 将 从 (17.13.28) 式 ~(17.13.31) 式 以 及 (17.]3.33) 式 和 (17.13.35) 式 出 发 ， 
假设 一 阶 场 的 反射 满足 通常 线性 波动 理论 , 将 一 阶 场 作为 它们 右 端 的 激励 源 ， 从 
而 在 平面 半空 间 求 解 二 阶 场 的 边 值 问题 。 当 然 , 半空 间 问题 只 有 一 个 边界 平面 ,而 
通常 的 有 限 尺寸 的 固体 是 多 界面 的 , 如 六 面体 有 6 个 界面 , 但 前 者 的 研究 方法 和 
结果 总 可 以 作为 后 者 的 基础 并 可 以 借鉴 。 

在 下 面具 体 计算 中 ， 将 波 写成 复数 形式 ， 最 终结 果 的 处 理 参见 第 14.5 节 。 


1. P 波 入 射 到 半空 间 所 产生 的 二 阶 谐 波 [ 引 


将 拉 格 朗 日 坐标 变量 wb ü c Fl x, y Fl z AC, 在 二 维 情况 下 只 有 x 和 z 两 个 
坐标 。 当 入 射 波 为 P 波 时 ， 它 可 写 为 


gU = Afer 
它 在 同一 介质 中 产生 两 个 反射 波 , 一 个 是 P 波 
e E Be” hd 


另 一 个 是 SV 波 


W 一 j(ar—k,x—K,z) 
y? = Be 


式 中 ， 上 标 (1) 表 示 是 一 阶 场 (下 同 )，w 为 入 射 波 的 角 频 率 ，k,,k, 为 P 波 波 数 在 x,z 
方向 的 分 量 ，K, 为 横 波 在 z 方向 的 波 数 分 量 。 为 了 书写 方便 , 我 们 引入 如 下 的 省 
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略 符号 : 
"—— 
at 
vn = 5 em 


(17.14.1) 


由 于 振动 仅 发 生 在 x, z 面 上 , 故 v = 0, 所 有 量 与 y 无 关 。 由 (17.6.7) 式 求 出 u, wo 


根据 (17.6.5) 式 ~(17.6.6) 式 可 得 
Vev =u, tw, 


(Vv) =u tu +w +w 


H =u,w, E *tw 
再 将 所 得 结果 代入 (17.6.4) 式 中 求 出 7 入 


T? =(4+ 2 (vy +u Vy ] 


2 
+ PRES) + 
+u,w, —2u,w,] + (I + 2mY Vv) 
—2m[w,V*v + H] 
TP = Q2), Vv + uw, w, +u,w,] 
+m(w, *u,)V-v 
= (4 * 24)u, + w, + m(w, *-u,))V-v 
Tj? - (A 2j)w, V-v + u[u,u, + w,u,] 
+m(w, *u)V-v -((A*20)w, + 
Hu, +m(w, t u,))V*v 


TP =Q 24V ew, vl 


2 
TEC +W +w,u, — 2wa] 


*(*2m(V-vy 
*2m[-u,V-v - H] 


(17.14.2) 


(17.14.3) 
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引入 下 述 符号 并 计算 位 移 及 其 他 有 关 量 


$74 +ó” = 有 有 + 两 
y= = B; 


9@ ə b CER t 
Se S= cA HB IG; 


239,39V (c B) je: 
W— ax s -Bo) -kB; 


(17.14.4) 


Fo 2. ips 
Vt- EUR +B;) 


将 它们 代入 (17.6.15) 式 可 得 
B, - T$ - T = (A34 2m)(w, —u,)V -v 
= (A*3u * 2m) (k? — kD)(A; + B; 
+2k?°k,K, CA) + B,)B;] (17.14.5) 


A, = A, =T +TP =(A+3⁄+2m)(w, +u,)V v 
z-(A*3u-* 2m)K [2k k, (A? — B3?) 
+(K? —k2XA; + B; )B;] (17.14.6) 


由 这 两 个 式 子 可 见 ， 由 于 Ai 和 Bx 都 正比 于 Y.y， 因 此 , REN o, ( 见 下 面 的 式 
子 ) 没 有 贡献 。 将 (17.14.5) 式 和 (17.14.6) 式 代入 (17.13.8) 式 得 到 
-An 9*B, 
Po ag, 0 
--2K (A*3u + 2m)[4k?k2 (AZ + B’) 
+A ALB; + J,B;B;) (17.14.7) 
RHP, ACCADE, RREH. REEATIRA 17.13.28) 08107.13.33) BT HR 8 


波 方程 , 首先 计算 于? 、Z(P。) 和 人 TW， 由 于 项 数 太 多 且 繁 ,需要 估计 其 贡献 。 


(17.13.28) 式 表示 的 是 二 阶 体 纵波 的 非 齐 次 波动 方程 , 如 果 非 齐 次 项 是 简 谐 正弦 波 ， 
则 有 


CT, =-V26 - 4^6, - - (p) 2 (17.148) 


1394. 非 线性 声学 


由 7.5 节 内 容 可 知 , 二 阶 谐 波 的 非 齐 次 波动 方程 的 积累 解 是 占 优势 的 项 ， 因 此 
可 以 认为 ， 故 在 (17.14.8) 式 右 端的 非 齐 次 项 中 , NEA, B? 的 项 有 积累 解 而 巴 
以 保留 ,其 他 非 齐 次 项 (如 与 8 和 及 有 关 的 项 ) 没 有 积累 解 而 予以 舍弃 , 其 理由 如 
下 :如 果 波 数 是 声波 的 吸收 系数 为 a, 通常 有 k>>a, 于 是 有 kz>>az， 如 果 az«el, 
表明 由 于 声 吸收 波 的 振幅 减弱 e“ < e- 倍 ,而 相应 的 二 阶 谱 波 积累 解 的 贡献 却 是 
kz>>1 倍 ， 由 此 可 见 , 积累 解 是 非 齐 次 解 中 的 最 占 优 势 的 成 分 。 按 照 这 个 原则 ， 从 
(17.13.24) 式 可 以 算得 体 波 部 分 为 


L (Bo) =-0% (45? + Bj) + a,A; B; + a,B; B; (17.14.9) 
a, = 243M2 pap (17.14.10) 


(17.14.9) 式 右 端的 后 两 项 对 纵横 波 皆 无 积累 , 而 予以 舍弃 。 同 样 可 以 算得 


T$ =T =0A +o,B7 

1 uk? - I? — 2mk? ] , 

== +k? -L LT, k 
^ Ë * A*2u 


(17.14.11) 
a, Le HE LED) 


4 Hke (kè — K2) + (+ 2m) — Ak2k2) — 2mk2 (k? zl 
A*2u 
代入 (17.14.8) 式 , 于 是 有 
=(%+0) A? +( e, +G) Bj (17.14.12) 


现在 解 (17.13.33) 式 。 显然， T, TO 正比 于 Vev， 故 它们 不 包含 B; 的 项 ,因此 ， 
(17.13.33) 式 中 没有 与 B 有 关 的 项 , M) PERAE B? 的 项 ， 故 (17.13.33) 
式 成 为 


Dy,,=0 (17.14.13) 
yz 没有 积累 解 。 现 在 来 求解 (17.14.12) 式 。 由 第 7 章 的 积累 解 的 讨论 可 知 ， 当 非 齐 
次 项 为 he k j, RRA 


Lamm 
= 土 一 一 x 17.14.14) 
p ajk * ( ) 
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根据 这 个 结果 , (14.17.12) 式 所 对 应 的 体 纵波 的 积累 解 为 


CE ha T T RD, +G, RETE 17.14. 
EET NS ak, 7 bd 
由 (17.14.4) 式 可 得 二 阶 位 移 的 积累 部 分 为 
uo -vta k, d 
(x,z)= 2 天 L7 
+ ta, Lm (17.14.16) 
2 k, 
wO (x, z) = D t yee 
F 2 
NIS (17.14.17) 
2 


由 此 可 见 ,二 阶 反射 场 的 位 移 随 着 离开 反射 面 的 距离 增长 。 
2. SV 波 入 射 0620211 


这 时 的 一 阶 场 除了 入 射 的 SV 波 以 外 ， 还 有 反射 SV 波 和 反射 P 波 ， 即 


() _ aja ext jK E Cókx- KL A+ = 

y; =e [4e ”+Be e ]= A +B; 
ed (17.14.18) 
4 =Be )=B, 


p=” =B, w=w=A +B; 
= IV ik B; + iK (A = BO 
=E U Lik B; cj (A +B;) 

M vel PL e; 


按照 (17.14.5) 式 和 (17.14.6) 式 对 应 的 量 如 下 : 
B, =T -TP =(4+34+2m)(w, —u,)V -v 
An = A, ETP +TP =(4+3u +2m)(w, +u,)V -v 
可 以 算出 
T? = "ET a ek YA? + B2?) + B,ALB; 


$55 a pi + B,A;B; + B,B,B; (17.14.19) 
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LP (Po) = Bk BS + 非 积 累 项 
B. B, ERZO EAS 4,1,1,m 有 关 。 通 过 计算 可 知 ， 当 入 射 角 不 等 于 临界 
角 时 ， 五 包 中 没有 积累 成 分 ， 故 只 是 Ko(Po) 中 的 反射 纵波 有 积累 解 ， 即 


e= go = AE (k, z)e ^em 


相应 位 移 的 积累 部 分 为 
ue = w. E k, (kz)e thd 
wA o E k, (k, Ze ^en (17.14.20) 
z 
h 
A= A-2u 


/和 表达 式 的 计算 留 给 读者 。 当 入 射 角 等 于 临界 角 时 ， 除 了 反射 纵波 沿 

x 方向 有 积累 以 外 ，Q 波 沿 方向 也 有 积累 其 全 部 积累 解 为 
eo € AB; * B,AB, xe 
4jk 

文献 [21] 的 作者 观察 到 了 临界 角 的 响应 。 这 个 结果 表明 ， 通 过 一 个 SV UE CIS 
界 角 入 射 ) 激 励 之 后 , 接收 二 阶 反射 纵波 和 Q vi a rS, 可 以 得 到 Bo 以 及 Bo 
的 测量 值 ， 假 设 材料 的 两 个 拉 密 常数 为 已 知 ， 这 样 就 可 以 测 出 材料 的 三 阶 常数 | 
Tm. 
3. SH i A P620 


由 前 面 的 结果 可 知 ， 当 激励 波 为 P 波 或 SV 波 ， 波 长 的 表达 式 中 只 包含 两 个 
三 阶 常数 1 和 m 但 不 包含 n， 因此 ,需要 讨论 SH 波 激励 的 情况 。 由 于 入 射 波 的 坐 
标 平面 是 (5z) 面 ， 故 SH 波 的 振动 是 沿 > 方向 , 即 u=w=0 以 及 

dx dz 
此 时 的 一 阶 场 为 
YP = Be tn 4, Be hk — Br + B; 
w= k, EG - 8 (17.14.21) 


它们 满足 V u—0. i 
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N. EET kk? 
rsj (B -B) v,=-— 


-Bj) 
v, K' (Br + Bj) 
Am ust) m (ut ) o +w ) 
Bp = (d +n) Kk (B? Bj) 
(QR qn LAM a - -2 
L- 421) * (B + B;°) 
TP = 3a mer evo - [Aue 
将 这 些 结果 代入 (17.14.8) 式 得 到 
Cg =V: — 4k - PG) 
=Q,(B" + B?)*0,B B; 
K* 


K 
0 = nb (4+ nem) (us J 
a = — K —(4+2, snjucE mo 
5 A*2u P K? Ut. 


aus manuna 


(2 = 
d 


FO) 
T 


rcu +B?)+— s a B$ B; 
即 SH 波 入 射 时 所 产生 的 AE. 当 入 射 角 如 小 于 临界 角 忆 时， 没有 天 
累 解 ， 上 式 右 端 第 二 项 为 QO 波 。 B49=0, N. WARR, Xf 


(Q) = M xe 
个 结果 表明 ， 仅 当 SH 波 入 射 时 ， p 常数 n。 
当 入 射 角 等 于 临界 角 时 ， 沿 x 方向 有 积累 解 
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线性 表面 波 原理 已 广泛 应 用 于 表面 波 器 件 制造 ， 非 线性 表面 波 理论 也 已 经 逐 
步 应 用 于 工程 方面 (如 弹性 卷 积 器 等 ) 因此 ， 下 面 将 对 二 阶 表面 波 理 论 进行 讨论 。 


* 398 非 线性 声学 


1. 体 波 产 生 的 表面 波 
从 17.14 节 的 结果 可 知 , 一 个 入 射 体 波 
f = fefe 
它 所 产生 的 pp AE n POMERE, EHE n 项 的 形式 为 


ra m 
pp» -Fe * P» = 之 0 


的 形式 , 它们 都 可 以 产生 一 个 体 波源 和 一 个 表面 波源 , 后 者 可 以 表示 为 


D (ml E e 2 em 
Geor 


将 (17.15.3) 式 代入 (17.13.29) 式 ,由 于 Ti = 0 ,于 是 有 


p a (V) ( po: F. -ddio 
DF of? =- = ra 


显然 , 可 以 将 (17.15.4) 式 的 解 写成 
ó = A gen 
代入 (17.15.4) 得 到 


代入 (17.13.34) 式 可 得 

Give = vez R=- E 9 fanis 
sq 422 E erto 
用 类 似 的 方法 很 容易 得 到 (17.15.7) 式 的 解 为 


w) = B ede = 二 jg 


将 (17.15.5) 式 和 (17.15.8) 式 代入 位 移 公式 


(17.15.1) 


(17.15.2) 


(17.15.3) 


(17.15.4) 


(17.15.5) 


(17.15.6) 


(17.15.7) 


(17.15.8) 
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aA avg 902 avg 


s cu SS r a (17.15.9) 
很 容易 得 到 u, = 0，w, =0， 即 体 波 激励 出 来 的 面 波 对 位 移 没 有 贡献 。 
2. 面 波 产生 的 表面 波 [3 141 
当 一 阶 场 是 表面 波 , 其 表达 式 为 
d = Ae ws, yP = pei 
P-e, | (17.15.10) 


式 中 , k 和 天 分 别 为 纵波 和 模 波 波 数 。 设 z > 0, 与 前 面相 同 ， 由 (17.14.3) 式 可 以 算 
ETP, TS. Ty MTP 等 量 , 进一步 算得 7。 和 (Po) 

LP (Po) 7 Ub A Ie? —e t ]+ BABIE? e] eE (17.15.11) 
TP R IQ) 中 包含 积累 项 和 非 积累 项 ， 由 于 前 者 是 主要 贡献 源 ， 故 下 面 我 们 只 
将 积累 源 计 入 ,于 是 与 它们 相对 应 的 波动 方程 为 


TAP = (Rp - LPS), = B, Aen (17.15.12) 
A-[-22] 4 (17.15.13) 


同 理 可 以 求解 w®, 但 没有 积累 解 ， 故 不 作 计 算 。 由 此 可 以 求 出 与 积累 解 相对 应 的 
位 移 
u® M E 
5 v2 (17.15.14) 
mol - PL ad 


这 个 结果 表明 , 不 是 沿 表面 波 传播 的 方向 有 积累 ， 而 是 沿 z 方 向 有 积累 ， 关 于 这 个 
问题 的 讨论 见 文献 [13]。 二 阶 表面 被 位 移 的 最 大 值 不 是 在 表面 , 而 是 在 
GS 
Zn = 2; 
数值 计算 表明 , 二 阶 谐 波 的 “ 趋 肤 效应 ” 比 一 阶 波 更 强 。 
以 上 仅 讨论 了 各 向 同性 弹性 固 全 中 的 非 线性 波 , 但 二 阶 势 函数 的 理论 对 于 各 
向 异性 固体 (如 晶体 等 ) 同 样 能 够 应 用 , 这 是 今后 要 进一步 做 的 工作 。 
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1. 概述 


按照 欧 几 里 得 空间 的 维度 的 概念 ,有限 维 线性 空间 的 基底 数 等 于 它 的 维 数 。 
平面 空间 的 维 数 是 2, 在 此 空间 中 的 任何 一 个 流 形 其 拓扑 维 数 Dr 是 大 于 等 于 零 ， 
小 于 等 于 2 的 整数 ,因此 , 一 个 点 的 维 数 是 零 , 一 条 曲线 的 维 数 是 1。 按 照 这 样 的 
理念 ,可 以 用 一 根 长 度 为 1 的 标尺 去 测量 一 条 曲线 的 长 度 (用 符号 L 来 表示 所 测 得 
的 长 度 ) 时 ， 则 得 到 


nl-L (18.0.1) 
即 曲线 的 长 度 正 比 于 标尺 的 一 次 寡 , 或 


Le«l (18.0.2) 


n 是 标尺 从 曲线 的 起 点 “步行 ”到 终点 时 所 跨行 的 步 数 (也 许 不 是 整数 )。 但 当 人 们 
用 不 同 长 度 的 标尺 去 测量 海岸 线 的 长 度 时 却 得 到 不 同 的 结果 , 用 短 标尺 测量 到 的 
长 度 大 于 用 长 标尺 测量 到 的 长 度 ,这 个 结果 表明 , 海岸 线 的 长 度 依赖 于 标尺 的 长 
短 ! 于 是 人 们 就 提出 一 个 问题 ， 这 条 海岸 线 究竟 有 多 长 ”问题 似乎 出 在 (18.0.1) 式 
与 (18.0.2) 式 ,那里 认为 曲线 的 维 数 是 1, 因此 , 海岸 线 的 维 数 也 就 是 1 了。 也 许 我 
们 会 问 ,有 没有 一 类 连续 曲线 其 维 数 大 于 1? 其 答案 是 肯定 的 。 


2. 科 赫 曲线 0 


如 图 18.1 所 示 , Eo 是 长 度 为 1 的 子 集 , E, 是 将 长 度 1 去 掉 中 间 的 1⁄3 之 后 , 用 
一 个 边 长 为 3 的 等 边 三 角形 去 掉 底 边 , 将 剩 下 的 两 腰 去 连接 , 这 样 有 四 段 直 线段 
组 成 了 的 子 集 E ERRARE, 继续 进行 上 述 操作 可 以 得 到 E, , E, HEE H 
此 可 以 得 到 科 赫 (Von Koch) 曲 面 ( 线 )。 显 然 , Eo 的 长 度 为 1, El 的 长 度 为 4/3, 这 表明 ， 
如 果 我 们 分 别 用 长 度 为 1 和 1/3 的 标尺 去 量 科 幸子 集 的 长 度 , 用 后 一 个 标尺 量 出 来 
的 长 度 比 前 者 长 4/3 倍 。 图 18.2 是 广义 科 赫 分 形 曲线 。 


3. 三 分 康 托 集 


如 图 18.3 所 示 , Eo 是 长 度 为 1 的 子 集 , E, 是 将 长 度 1 去 掉 中 间 的 1/3 之 后 剩 下 
的 两 段 组 成 的 子 集 , E, 是 将 剩余 的 两 段 进行 三 分 , 然后 进行 去 一 留 二 的 操作 , 按照 
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这 样 的 操作 过 程 重复 进行 下 去 , 直至 无 限 次 我 们 得 到 的 集合 Eno 
E, 


n-5 


图 18.2 广义 科 赫 分 形 曲 线 (表面 ) 
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E 


E, 


E, 


F, Fr 


图 18.3 三 分 康 托 集 


181 分 数 HE 


早期 分 形 的 定义 是 由 Mandelbrot 给 出 中 他 认为 分 形 集合 的 豪 斯 道夫 维 数 D 
大 于 其 拓扑 维 , BB D>DT, 不 过 有 人 认为 ( 见 文献 [2]) 这 样 的 定义 不 合理 , 它 会 把 那 
些 人 们 认为 应 该 属于 分 形 的 集合 排除 在 外 。 当然 ， 作 为 应 用 者 ,我 们 使 用 的 对 象 肯 
定 属于 分 形 范畴 , 不 会 与 严格 定义 有 冲突 。 因此 ,如 何 完善 地 去 定义 分 形 集 , 看 来 
有 待 于 数学 家 去 完成 它 。 
1. 豪 斯 道夫 测度 与 维 数 "" 21 


当 维 数 为 整数 时 ， 由 勒 贝 格 测度 来 度量 集合 的 长 度 、 面 积 和 体积 等 可 测量 。 
但 当 维 数 不 一 定 是 整数 时 ， 则 要 将 勒 贝 格 测度 推广 为 豪 斯 道夫 测度 。 
设 U 是 n 维 欧 几 里 得 空间 R, 中 的 子 集 ,其 中 任何 两 点 之 间 的 最 大 距离 为 |U|， 


BIJU] - supt|x — |: x. ye U}。{U,) 为 可 数 个 集 类 , Bo eju 6, F c ÜU, , JUR 


{U,} 为 的 5 覆盖 , 现在 我 们 来 定义 豪 斯 道夫 测度 。 
DIG B Ru 中 的 子 集 ,s 为 非 负 整 数 , 定义 


H°(F)=limH;(F) imer [Ë :(U, poriam) (18.1.1) 


HRE F H s 维 豪 斯 道夫 测度 。 这 个 式 子 表明 , WT WE” RAF, 我 们 用 维度 
A s. “大 小 ”为 |uwi|<6 一 0 的 许多 “小 区 域 ” 去 覆盖 它 ， 取 全 部 “小 区 域 ”的 最 
低 值 (下 确 界 )， 即 可 得 到 F 的 测度 。 从 定义 来 看 , 这 些小 区 域 的 大 小 (不 像 容 量 维 ， 
小 区 域 的 大 小 相同 ) 不 要 求 相 同 , 但 要 求 不 超过 5, 而 且 有 5 一 0。 在 s 为 整数 n 
的 情况 下 , 除了 差 一 个 常数 以 外 , 它 应 与 勒 贝 格 测度 一 致 。 对 于 勒 贝 格 测度 而 言 ， 
当 标尺 放大 4 倍 , 则 测度 放大 如 倍 , 即 长 度 也 放大 1 倍 , 面积 放大 丸和 倍 ,体积 放大 
P 倍 …… 当 维 数 不 为 整数 时 ， 其 几何 意义 就 不 明显 , 但 由 豪 斯 道夫 测度 的 定义 可 
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以 证 明 ( 见 文献 [2]) 

H'(AF)- A'H*(F) (18.1.2) 
即 豪 斯 道夫 测度 满足 放大 关系 ， m 上 面 的 几 个 例子 属于 很 容易 用 
维 豪 斯 道夫 测度 去 求 维 数 的 情形 ,但 在 大 多 数 情况 下 ,并 不 那么 简单 。 
2. 豪 斯 道夫 维 数 


到 目前 为 止 , 我 们 还 没有 找到 确定 维 数 s 的 方法 。 由 (18.1.0 式 可 知 ， 当 
U| S< à «Vit, WE H (F) OS. s 而 言 其 测度 至 少 是 不 增 的 。 如 果 有 维 数 s>s, WE 


Mur <a >u 或 
H)(F)S ó" HC) 


由 此 可 见 , BE 6 0, H;(F) O H'CF) 29. F IRURE, KA H' CF) 为 有 限 值 ， 由 于 
sis, JUBE dE 60, HF); 反之 , 车 有 维 数 s, 使 sx<s， 随 着 6 一 0 ， 
H*(F)=%。 这 些 结果 表明 ,应 当 存 在 一 个 值 s = dimwF =D 使 测度 有 H'(F) Jk es € 
变 为 零 , 因而 定义 D 为 集合 F 的 豪 斯 道夫 维 数 ， 下面 用 启发 式 方法 (Heuristic 
method) 式 来 求 三 分 康 托 集 的 维 数 ， 严 格 的 算法 请 参考 有 关 文 献 [2]。 我们 将 图 18.3 
中 左边 (FL) 和 右边 (FR) 的 子 集 分 别 表示 为 


2 
ps rn[oi}, 5- rofa] 


比例 系数 和 ， 由 (18.1.1) 式 和 (18.1.2) 式 可 得 


D D 
H'(F)- H'(F,.) -HP(F,.) - H° (r)a (r); GHH H? (F) 


(18.1.3) 
当 万 为 豪 斯 道夫 维 数 时 ， 其 测度 为 有 限 值 (不 等 于 零 )， 则 可 以 得 到 


D 
x3) =l, D- 57 - 0.6309 (18.1.4) 
g 


即 康 托 集 的 豪 斯 道夫 维 数 近似 为 0.6309。 同 理 ,对 于 科 幸 集 ， 其 比例 是 1:3, 线段 
是 4, 可 得 
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1Y lg4 
4-|-L D= 忆 -=1.2619 18.1. 
(s) in (18.1.5) 


4-2 康 托 集 的 比例 是 1:4, 线段 数 是 2 故 有 
x1 =1, D ziz =0.5 (18.1.6) 
4 4 


从 这 几 个 例子 的 结果 可 见 ,如果 线 段 数 为 m, 标尺 比例 为 1:m%， 则 其 分 维 数 可 以 写 
成 


p-lgm. lem (18.1.7) 


jgn. Q(1 
0 
这 个 结果 与 从 所 谓 相似 维 、 容 量 维 等 的 定义 出 发 计算 得 到 的 结果 完全 相同 。 这 是 


因为 所 讨论 的 集合 都 是 自 相似 的 ， 即 从 该 集合 的 任 一 个 局 部 按 比 例 放 大 之 后 就 可 
以 得 到 全 貌 ( 自 相似 性 )。 


182 分形 表 面 的 散射 中 


海面 对 声波 的 散射 构成 了 水 下 混 响 ， 它 对 声呐 探测 形成 干扰 , 因此 对 海面 散 
射 的 研究 成 为 一 个 重要 课题 。20 世纪 五 六 十 年 代 , 国外 同行 总 结 大 量 的 实验 数据 
并 得 到 下 述 经 验 公式 7 


S, =10log( fhsin 3)? — 45 (182.1) 


式 中 , S, fA h DAA AEE BECA PLYP). PS02313 TTE E 3] ft 
高 度 ，? 为 声波 传播 方向 与 海平 面 所 张 的 掠 角 ， 2D 为 非常 接近 于 1 的 数值 (如 
0.99)。 在 4< fhsin ?<200 时 ,(18.2.1) 式 以 5dB 的 标准 偏差 与 大 量 的 实验 数据 符 
合 。 所 有 的 不 平 表面 (连续 可 微 表面 ) 散 射 理论 "不 能 够 解释 (18.2.1) 式 所 得 
到 的 结果 。 - ew 

在 研究 表面 散射 时 ， 人 们 总 是 将 表面 当 作 一 条 曲线 , 如 正弦 曲线 , 而 将 另 一 
维 尺度 看 成 是 常数 ， 即 将 散射 表面 看 成 是 一 块 石棉 瓦 的 形状 。 对 于 分 形 表面 而 言 ， 
我 们 同样 将 海面 看 成 是 广义 Koch 曲线 , 而 将 另 一 维 测度 当 作 常数 ,它们 构成 的 分 
形 曲 面 称 为 广义 Koch 曲面 ,而 广义 Koch 曲线 按 下 列 过 程 产生 六; 
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n=l, a =— a; TE aj 5342 (18.2.2) 


见 图 18.2。 按 照 豪 斯 道夫 测度 理论 ,其 测度 满足 下 述 公 式 ， 即 


IY fa 
15 *() =1 (18.2.3) 
式 中 , D 为 该 分 形 曲线 的 维度 , 它 等 于 1.524. 为 了 研究 海面 波浪 的 散射 问题 , 我 们 
用 下 述 分 形 集 来 近似 描写 它 ， 即 


n=0, a - A, 

nz, a= HOM , a? 2249, a = a? (18.2.4) 
n=2, 
该 分 形 集 的 测度 满足 

(Q7? «D[alj? =1 (18.2.5) 

AF, D 为 该 分 形 的 维度 。 通 过 数值 计算 得 到 D 与 w 的 关系 , 而 
a= tha [ 9) (18.2.6) 

^ 2 


计算 结果 见 表 18.1. 


表 18.1 广义 科 赫 曲线 的 维度 与 o 的 关系 
02 04 06 08 10 12 13 14 


D 1.08 113 145 13 t5 1.74 20 243 


由 于 曲线 的 维度 应 当 满 足 1< D<2， 由 (18.2.6) 式 可 知 ，& 应 当 小 于 13, BI 
波浪 的 高 度 Ao 与 海浪 波长 A 的 关系 应 当 满足 


Ao<0.325 A, (18.2.7) 


第 18 章 “分形 学 在 声学 中 的 应 用 -407- 


在 理想 的 情况 下 ， 即 用 大 尺度 的 标 度 来 观察 海面 ,可 以 近似 认为 海浪 是 光滑 的 正 
ZAMER), 但 如 果 我 们 用 声波 波长 +4 的 尺度 ( 4< A，A0) 来 观察 海面 , 它 是 起 伏 
不 平 而 可 以 近似 地 用 分 形 表面 (曲线 ) 来 描述 。 从 前 面 关 于 分 形 的 性 质 可 知 ,在 这 类 
曲线 上 是 处 处 不 可 微 ,也 就 是 说 , 每 个 分 形 子 集 的 拐角 处 ， 曲 线 有 突变 (或 间断 )， 
对 于 这 样 一 类 表面 的 散射 问题 可 以 应 用 Freedman 理论 来 处 理 。 按 照 Freedman 理 
W, 如果 界面 对 波源 所 张 的 指向 性 加 权 立 体 角 W 在 某 处 有 n 阶 突变 , 这 一 突变 
就 要 产生 散射 ， 对 于 一 阶 突变 ,其 散射 波 可 表示 为 


= [ W ar 
P= j: ear (18.2.8) 
式 中 , S 为 具有 突变 的 表面 (曲线 )。 现 在 计算 分 形 子 集 8 所 产生 的 散射 ， 即 
P= [erar (18.2.9) 
显然 , W 在 图 18.2 的 每 个 拐角 点 处 有 突变 , 它 可 表示 为 
W(r) =WGr,)HGr, — r) (18.2.10) 


AP, Ha) Heaviside 阶 跃 函数 , rm 为 突变 点 的 坐标 。 将 (18.2.10) 式 代入 (18.2.9) 式 
得 到 


P, = | WOS — re "ar = Y Wo je (18.2.11) 
或 用 它 的 强度 表示 
J.F = 1, = DW) +> woeowaoestm m (18.2.12) 
m i 


AFP, 第 一 项 为 非 相 干 项 , 第 二 项 为 相干 项 , 在 远 处 前 者 为 主要 贡献 项 , 故 有 

1,2 Y Wwe (18.2.13) 
Hno, I, = I1, YW +E Sn 成 为 分 形 曲 面 ( 线 )8， 这 时 原本 分 离 的 mm 在 83 上 几 
乎 成 为 连续 的 ， 故 可 将 求 和 用 积分 来 表示 , BD 


I= fawo? (18.2.14) 


* 408， ” 非 线 性 声学 


由 于 分 形 曲 线 上 处 处 不 可 求 微分 , 因而 在 它 上 面 的 间断 点 的 数目 正比 于 其 弧 元 的 
长 度 ds, 按照 Holder 条 件 下 的 Lipshitz 变换 的 性 质 可 知 ! 2), |w (s)| 的 维度 等 于 曲 


面 ( 线 ) 的 维度 D, 于 是 广义 科 赫 曲面 ( 线 ) 所 产生 的 散射 强度 是 


1-A|w[^ (18.2.15) 


下 面 计算 W 在 拐角 点 的 变化 。 作 图 18.4, 它 相 当 于 在 分 形 集中 取 n=1 的 分 形 
子 集 ( 三 角 波形 4CDB), 设 CF 是 平面 波 的 波 阵 面 ,k 是 波 矢量 ， 它 表示 波 传播 的 方 
向 。 当 表面 CD 过 渡 到 表面 DB 时 ， 其 加 权 立 体 角 w 发 生 突变 。 很 容易 算出 


F 
图 18.4 ” 科 赫 表面 散射 


mz Ne 
ed -erel 2 e) 


Ly cos(3 - O) une. 2 


(18.2.16) 


式 中 , Lce 和 Lps 分 别 为 所 示 两 点 之 间 的 距离 。 由 此 可 见 , 绕 过 拐角 点 DD 之 后 W 的 
变化 正比 于 


Les cos — Ly, cos(8 —@)=2A, an(2jane (18.2.17) 


如 果 我 们 用 波长 的 尺度 去 观察 它 ， 则 用 波长 去 除 这 个 距离 , 使 之 量 纲 为 一 化 , 于 
是 有 


We 丈 m(2jana< wen(2 ja v (18.2.18) 


将 这 个 式 子 代 入 (18.2.15) 式 ,并 将 所 得 结果 用 分 贝 表示 , 于 是 有 
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2D 
$, 2s totg pan[ in 引 (18.2.19) 


dE O-n/2, S —-45, D=0.5, 则 (18.2.19) 式 就 非常 接近 于 (18.2.0) 式 ， 这 就 说 明 
水 下 声 混 响 不 是 由 光滑 表面 的 散射 所 产生 的 , 而 是 由 分 形 (处 处 不 可 微 ) 表 面 (其 维 
度 接近 于 0.5) 所 贡献 的 。 为 了 理解 这 个 结果 , 我们 需要 做 进一步 的 分 析 。 从 上 面 的 
结果 可 知 , 广义 Koch 曲线 的 维度 总 是 大 于 1 的 ,为 何 这 里 的 万 会 接近 于 0.5? 
由 图 18.4 很 容易 看 出 ， 当 波 矢量 几乎 对 着 表面 CD 时 ， 另 外 两 个 表面 AC 和 
DB 则 几乎 与 波 矢量 平行 (因为 @=/2),， 于 是 后 两 者 所 产生 的 散射 很 小 ,散射 的 
主要 贡献 者 是 前 者 ， 另 外 ， 当 波 矢量 几乎 对 着 表面 AC 和 DB 时 , 表面 CD 的 贡献 
可 以 忽略 。 由 此 可 见 , 在 波 传播 的 情况 下 , 广义 科 赫 曲面 ( 线 ) 退 化 为 两 组 分 离 的 
4-2 康 托 集 (图 18.5)。 这 个 结果 表明 ,根据 水 下 混 响 数据 ,分 形 学 理论 给 出 海面 的 
分 维度 接近 于 0.5， 另 外 , 利用 光学 方法 遥测 海面 也 得 到 海面 的 分 维度 为 0.5( 见 文 


献 [18]) 


图 18.5 4-2 康 托 集 
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在 处 理 颗 粒 介质 中 的 声 传播 时 , 在 kR<<1 的 情况 下 , 或 者 说 我 们 用 声波 波长 
的 尺度 去 观察 颗粒 时 ， 由 于 波长 远大 于 颗粒 的 半径 ,总 是 将 颗粒 看 成 是 球形 。 由 这 
一 模型 出 发 ， 人 们 计算 了 这 类 介质 中 的 声 衰减 。 但 当 我 们 将 理论 结果 与 测量 数据 
进行 比较 时 发 现 , 理论 计算 的 结果 低 于 实验 数据 ( 见 文献 [14])。 

众所周知 ,在 水 声 频 段 , 浓 颗粒 介质 的 声 衰 减 主要 由 于 黏 灌 摩 擦 , 颗粒 周围 
的 流体 相对 于 颗粒 做 相对 运动 , 在 流体 中 产生 黏 汪 波 , 其 波长 为 4, 而 
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4 =2 = (18.3.1) 


式 中 , 7, pRU YU UUPE RC SES TOC, ERMER n JR fk 0.1-1mHz, Bj 
水 中 的 A, #E10 -10? cm, 这 正 是 自然 界 砂 颖 粒 的 大 小 范围 ,这 时 我 们 用 黏 滞 波 
长 度 尺 度 去 观察 颗粒 ,不 仅 不 能 将 其 整体 形状 当成 是 球形 的 ， 而 且 其 表面 是 坑 坑 
洼 洼 的 ， 黏 洁 摩 擦 与 颗粒 表面 的 光滑 程度 很 有 关系 。 

现在 我 们 来 计算 颗粒 介质 中 符 滞 摩擦 所 消耗 的 功率 ， 即 耗 散 函数 


w= E (Zw . al- as - fo, (2 


式 中 , V=(w, wm) 为 立体 质点 速度 ,在 无 穷 远 处 为 零 ，5 — (o, ) 为 黏 滞 应 力 张 量 , 
P 为 压力 ，po 为 流体 密度 。 由 于 无 限 远 处 没有 扰动 如 果 积 分 是 在 整个 空间 进行 ， 
则 面积 分 部 分 为 零 , 故 有 


w--fe (3 j= -n E263] dr 
x, Ox 
上 式 的 积分 实际 上 是 在 每 个 粒子 的 边界 层 内 进行 积分 , 故 可 以 写成 


=-jo (2 iae (mem) dz, (18.3.2) 


这 个 结果 表明 , 先 在 第 n 个 粒子 的 边界 层 内 积分 , 然后 将 所 得 结果 对 所 有 粒 
子 的 耗 散 函数 求 和 。 故 (18.3.2) 式 可 以 进一步 写成 


v-e] | x=, (18.3.3) 


RH, [X], 和 {Y]jn 分 别 为 所 论 宗 量 对 和 n 先后 求 平均 。 
另外 ， 由 于 颗粒 介质 的 声 衰减 a 正比 于 耗 散 函 数 ， 故 有 
Qt ec —W =< DXA (18.3.4) 


Tü c, ER n ATAURRE. I) FARRA z, 正比 于 特征 长 度 尺 的 三 次 方 , 即 
其 维 数 是 Do, BU 
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Rr A 
Er, < n œ (BR) (18.3.5) 


Rh, R 为 粒子 的 分 布 平均 大 小 , 用 R 表示 。 另 外 , tm RISE RUE d 
观察 粗粮 颗粒 时 , 它 具 有 分 形 结构 ,其 维 数 为 D, 而 


Er -| 有 | -wm (836) 


由 此 可 得 , 粗粮 粒子 引起 的 声 衰减 w 与 光滑 球形 粒子 所 产生 的 声 衰减 m 之 间 
的 关系 可 表示 为 


a= (BR) ™ (18.3.7) 


根据 分 形 学 理论 可 知 ,， D» Do, 粗糙 粒子 构成 的 介质 引起 的 声 衰减 w 大 于 光滑 
球形 粒子 构成 的 介质 所 产生 的 声 衰减 。 这 个 结论 在 实验 中 得 到 证 实 n4441. 
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